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❙tr❛t❡❣✐❝ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ ❙❛❧❡ ♦❢

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❘♦s✐♥❛ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❖❧✐✈❡r❛∗

❆❜str❛❝t

■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r✐✈❛t❡❧②

✐♥❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❤♦ ♣❧❛② ❛ ❣❛♠❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ ✇❤✐❝❤ s❝r❡❡♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❉❛t❛✲

❜✉②❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝r♦ss t②♣❡s✳ ■ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦

❡①tr❛❝t ❛❧❧ s✉r♣❧✉s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ♣❡r❢❡❝t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs t✇♦

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✿ ✐✮ ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r✐✲

✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r ✐✐✮ ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞

t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❏❊▲✿ ❉✽✵✱ ❉✽✷

❑❡②✇♦r❞s✿ ❙❝r❡❡♥✐♥❣✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❙tr❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

∗❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ rr♦❞r✐❣✉❅✉♥✐✲❜♦♥♥✳❞❡✳ ■ t❤❛♥❦ ❉❛✈✐❞ ▼✐❧❧❡r✱ ❆♥♥❡✲❑❛tr✐♥ ❘♦❡s❧❡r ❛♥❞ ❚✐❧♠❛♥

❇ör❣❡rs ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ▲❛✉r❛ ❉♦✈❛❧✱ ❏✉❛♥ ❉✉❜r❛✱ ▼❛t❤✐❥s ❏❛♥♥s❡♥✱

❉❛♥✐❡❧ ❑rä❤♠❡r✱ ▲♦✉✐s✲P✐❡rr❡ ▲❡♣❛❣❡✱ ❍❡♥❣ ▲✐✉✱ ❋r❛♥③ ❖str✐③❡❦✱ ❉❡③sö ❙③❛❧❛②✱ ❱✐❥❛② ❙✉❜r❛♠❛♥✐❛♥ ❛♥❞ ■♥❛

❚❛♥❡✈❛ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ❇♦♥♥ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❙✉♣♣♦rt ❜② t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✭❉❋●✱ ●❡r♠❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤

❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✮ t❤r♦✉❣❤ ❈❘❈ ❚❘ ✷✷✹ ✭Pr♦❥❡❝t ❇✵✸✮ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

✶

mailto:rrodrigu@uni-bonn.de


❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜r♠s ✇❤♦ ❝♦❧❧❡❝t✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ❛♥❞ s❡❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛❣❡♥ts t♦ s✉♣✲

♣❧❡♠❡♥t t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❆❣❡♥ts ✇❤♦ ❜✉②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

✜r♠s ❛❝q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡✐r ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤

♦t❤❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥✈❡st♦rs ♣✉r❝❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts t♦

❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ ✐♥✈❡st ❛♥❞ ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛✛❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❜❡t✇❡❡♥

❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t s❛❧❡ ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ st②❧✐③❡❞ ❣❛♠❡

♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✇♥s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛

❜✐♥❛r② ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t✇♦ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❤♦ ♣❧❛② ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛❣❡✱

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝q✉✐r❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❡❧❡❝ts ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛

❜✐♥❛r② s❡t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛✳ ❚❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝ts

✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ ✇❤♦ ♠✉st ♠❛❦❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❜t ♠♦♥✐✲

t♦r✐♥❣ ❜② ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r❡❞✐t ✇♦rt❤✐♥❡ss ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞

❜✉s✐♥❡ss❡s t♦ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❞❡rs✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ ❜② s✉❝❤ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡rs ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ ❣❛t❤❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡✱ s♦ t❤❡② ❤❛✈❡

✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡t❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✐t ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ ❛❝❝❡ss✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ✏♣❡r✲

♠✐ss❛❜❧❡ ♣✉r♣♦s❡✧ ❧✐❦❡ ❜❛♥❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❛t❛✲s❡❧❧❡rs

t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢

t❤❡✐r ❞❛t❛❜❛s❡✳✶ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦✛❡r✐♥❣ ♠❡♥✉s

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐t❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡♥✉ ✐s s❡❧❢✲s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱

✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ tr✉t❤❢✉❧❧② r❡♣♦rt t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ❢♦❝✉s

♦♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r

❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②

✶❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❛♥♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ r❡♣♦rts ♦r

t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r✐s❦ ❣♦✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ❛♥t✐tr✉st ❧❛✇s ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝♦♠♣❡t❡ ❞♦✇♥✲

str❡❛♠✳

✷



✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s

❛❧❧♦✇ ♠❡ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❜② ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦♥

♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡str✐❝t✐✈❡ ❜✉t r❡❛❧✐st✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❋✐rst✱ ✇❤❛t

✐s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞

❞❛t❛✲❜✉②❡rs❄ ❙❡❝♦♥❞✱ ❤♦✇ ❞♦❡s ✐t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄

❉❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s str❛t❡✲

❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ♦✈❡r❛❧❧

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝ts ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ str❛t❡❣✐❝

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✮ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡s ✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✮✱ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs✳

❉❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s✱ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡✐r

t②♣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❜✐♥❛r②✱ t②♣❡s ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡② ❛ss✐❣♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✏❤✐❣❤ t②♣❡✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❛tt❛❝❤❡s ❛

❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛❧s♦

t❤❡ ♠♦st ✈❛❧✉❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s ❛ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉ ♦❢ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛♥❞ ♣r✐❝❡s t♦ s❝r❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s✱ ❞✐st♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❣❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ s❛t✐s✜❡s t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ✏♥♦ ❞✐s✲

t♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣✑ ❛♥❞ ✏♥♦ r❡♥t ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①tr❛❝t

❛❧❧ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s✉r♣❧✉s ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐ts

♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭q✉❛❧✐t②✮ ❛♥❞ ✇❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✭♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s

✈❛❧✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛♥❞ ♠❛② ❞✐s❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝r♦ss t②♣❡s✳

❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ s✉r♣❧✉s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦

t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸



❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ♣❛②♦✛s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②

s♠❛❧❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ ❛ ♠❡♥✉ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr✐❝

♠❡♥✉ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✛❡r❡❞

t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱

✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♥♦♥✲

❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✮✱ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞

✭❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇

t②♣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ttr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s

✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✮✱ ■ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r st✐❧❧ ♦✛❡rs ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✇❤❡♥✿ ✭✐✮ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs

❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ♦r ✭✐✐✮ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✇❤❡♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥✲

❣r✉❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❲❤❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛ss✐❣♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡

✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞

t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥

r❡❧❛① t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦

s❡r✈❡ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦✜ts✳ ▼② r❡s✉❧ts ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❞❛t❛✲

❜✉②❡rs ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ N ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐♥

✇❤✐❝❤ ♣❛②♦✛s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ♠❛t❝❤ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❛♥❞

✹



t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▲❛st❧②✱ ■

❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t②♣❡s ♦♥ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐s✐♦♥✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ♠② r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐♥t❡r❛❝t✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❜✉②❡r t②♣❡s ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡❧②

✐♥❢♦r♠❡❞ ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s❡❧❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❡s✐❣♥ ♣❛♣❡rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦rs ✭❚❛♥❡✈❛ ✭✷✵✶✾✮✱ ▼❛t❤❡✈❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✮✱

■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡❧❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦✛❡r✐♥❣✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❛❧s♦ st✉❞✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇❤♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❆❞♠❛t✐ ❛♥❞ P✢❡✐❞❡r❡r ✭✶✾✽✻✮✱ ❆❞♠❛t✐ ❛♥❞

P✢❡✐❞❡r❡r ✭✶✾✾✵✮✱ ❍❡❧❧✇✐❣ ❛♥❞ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✵✾✮✱ ▼②❛tt ❛♥❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ✭✷✵✶✶✮✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✶✺✮✱

❆♠✐r ❛♥❞ ▲❛③③❛t✐ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❑❛st❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✮✳ ▼② r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❦❡② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❛❧❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s

♣❛♣❡r ✐s ♠♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ❇♦♥❛tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✷✮ ❛♥❞ ❇♦♥❛tt✐

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✸✮✳ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ st✉❞✐❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❡①✲❛♥t❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤

♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♥❞ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡

♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❜❡❛rs r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s

♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

r❡❧❛①❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡

❛❣❡♥t ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r t②♣❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠② ❛♥❛❧②s✐s s❤❡❞s ❧✐❣❤t

♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❜✉②❡r ❝❛s❡ ❡①t❡♥❞ t♦

❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✉②❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❜✉②❡r

t②♣❡s ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✉②❡rs✳▲❛st❧②✱ s♦♠❡ ♦❢ ♠② ❛♥❛❧②s❡s ❢♦❝✉s

✺



♦♥ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛❜s❡♥t ❢r♦♠ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉②❡r✱ s✉❝❤ ❛s

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉②❡rs✱ ❜✉t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇♦♥❛tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✷✮ ❛❧s♦ st✉❞✐❡s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❛ ❝❧❛ss

♦❢ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡✐r s❡tt✐♥❣✱ ❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ t②♣❡s ❝❛♣t✉r❡

t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ ♥♦t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

✐♥ ♠② ♣❛♣❡r✱ ❜✉②❡rs✬ t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❇♦♥❛tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✸✮ ❛♥❛❧②③❡s s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝

♣❛②♦✛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❣❛♠❡s ♦❢ str❛t❡❣✐❝ s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡② r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ s❡tt✐♥❣

✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ s✐❣♥❛❧s✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② st❛t❡ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✳

■t ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦♥❛tt✐ ✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤✐❝❤ st✉❞✐❡s ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❡♥❣❛❣❡s ✐♥ ❡①✲♣♦st ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ♦✛❡rs s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞✳ ❊s➤ ❛♥❞ ❙③❡♥t❡s

✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ▲✐ ❛♥❞ ❙❤✐ ✭✷✵✶✼✮ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❡♥❣❛❣❡s ✐♥ ❡①✲♣♦st

♣r✐❝✐♥❣✱ ❜✉t ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣❧❛②❡r s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱

■ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❡①✲❛♥t❡ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✳ ❑♦❧♦t✐❧✐♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✼✮✱ ❑rä❤♠❡r ✭✷✵✷✵✮✱ ❈❛♥❞♦❣❛♥ ❛♥❞ ❙tr❛❝❦ ✭✷✵✷✶✮✱ ❙❡❣✉r❛✲❘♦❞r✐❣✉❡③ ✭✷✵✷✶✮✱ ❨❛♠❛s❤✐t❛

❛♥❞ ❩❤✉ ✭✷✵✷✶✮ ❛♥❞ ❩❤✉ ✭✷✵✷✶✮ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡s✐❣♥❡r ✇❤♦ s❡❧❡❝ts ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❣❡♥t✭s✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r r❡♣♦rt❡❞

t②♣❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t

♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❛❝t✐♦♥s ♥♦r t❤❡ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t②♣❡✲

❝♦♥t✐♥❣❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ t②♣❡s ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts r❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ■ ♠❛❦❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧❧♦✇ ♠❡

t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r s❡tt✐♥❣

t♦ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s♦❧❞ ✐♥ s♦♠❡ ❦❡② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✷ ▲❛st❧②✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✷✷✮ ❛❧s♦

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✇❤♦ s❡❧❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t

t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ❝♦♥s✉♠❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ s♦❧❞ t♦ ❛ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r♦❞✉❝❡r✳

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡✐r

❝♦sts✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ ✐ts ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ♠② s❡tt✐♥❣✱

■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠❡♥✉ ♦❢ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡

♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣r✐♦r ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❙❡❝t✐♦♥

✷❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦♥❛tt✐ ✭✷✵✶✾✮✱ s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥✲

t✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✭❛♥❞ ♥♦t ✐ts r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❝❛♣t✉r❡s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts

s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❛♣♣❡♥❞s✱ ✇❤❡r❡❛s s❡tt✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ✐♥ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r s✐❣♥❛❧

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts s✉❝❤ ❛s ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❧✐sts✳

✻



✷ ❞❡r✐✈❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s

❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡s✉❧ts✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ st✉❞✐❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

N ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

t②♣❡s✳ ▲❛st❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✶ ▼♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛♥❞ ♦♥❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ♣❧❛② ❛ ❣❛♠❡ ♦❢

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ i ✐♥❞❡①❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡

♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡ ω ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❜✐♥❛r② s❡t Ω = {ω1, ω2}✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✐s ♣r✐✈❛t❡❧②

✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② θ ∈ {θL, θH} t♦ st❛t❡ ω1✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ρ ❛♥❞ ν✱ ✇❤❡r❡ ρ ∈ (0, 1)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛tt❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② θH t♦ st❛t❡ ω1✱ ✇❤❡r❡❛s

ν ∈
(
0, 1−ρ

2

)
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛tt❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ st❛t❡

ω1✳
✸ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❉❛t❛✲❜✉②❡r j✬s t②♣❡

θL θH

❉❛t❛✲❜✉②❡r i✬s t②♣❡ θL 1− 2ν − ρ ν

θH ν ρ

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❏♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s t✇♦ st❛❣❡s✿ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

st❛❣❡✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛t❡ ω ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉ ♦❢ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳✹ ❆❢t❡r t❤❡ st❛t❡ ω ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱

❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ♦❜s❡r✈❡s ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡❝✐❞❡

✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡♥✉ ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡

t♦ ❛❝q✉✐r❡✳ ■❢ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ♣✉r❝❤❛s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❤❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ❤❡r ❜❡❧✐❡❢ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ❞♦♥✬t ♦❜s❡r✈❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡s ❢r♦♠

✸❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❞❛t❛✲❜✉②❡rs s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❣♦♦❞ ♦r

❜❛❞ ♥❡✇s ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ st❛t❡ ω1✳ ▲❡t µ0 = P(ω = ω1) ❜❡ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡②

♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ s0 ∈ {s10, s20} ✇❤❡r❡ P(s = s10|ω = ωk) = µk ✇✐t❤ k ∈ {1, 2}✳ ❚❤❡♥✱
ρ = µ0(1− µ1)

2 + (1− µ0)(1− µ2)
2 ❛♥❞ ν = µ0(1− µ1)µ1 + (1− µ0)(1− µ2)µ2.

✹❆ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ ❜✉t ♥♦t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳

✼



t❤❡ ♠❡♥✉✳✺ ■♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❡❧❡❝ts ❤❡r ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❜✐♥❛r② s❡t A = {a1, a2} t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❤❡r s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛②♦✛s u : A×Ω → R✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② c > 0✳✻

ω = ω1 a1 a2

a1 1, 1 c, 0

a2 0, c 0, 0

ω = ω2 a1 a2

a1 0, 0 0, c

a2 c, 0 1, 1

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♣❛②♦✛s✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡①✲♣♦st ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t♦ ♠❛t❝❤

t❤❡ st❛t❡ ω✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡r c ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♣r❡❢❡rs ✇❤❡♥ j s❡❧❡❝ts t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✭❛

❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥✮ ✇❤❡♥ c < 1 ✭c > 1✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮

✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs

❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ c < 1 ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ c > 1✳✼ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ✭❛♥t✐✲✮❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❢❛t❤❡r ❛✇❛② c ✐s ❢r♦♠ c = 1✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i = (Sm,i, {πm,i(·|ω)}ω∈Ω) ♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r

i ∈ {1, 2} ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ω ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s

sm,iℓ ∈ Sm,i ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s πm,i ✇❤❡r❡

πm,iℓ,k := P(sm,iℓ |ωk), πm,iℓ,k ≥ 0 ❛♥❞
Lm,i∑

ℓ=1

πm,iℓ,k = 1

✺❉❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ str❛t❡❣✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✳
✻❆♥② 2 × 2 s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛♠❡ ❛❝r♦ss ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ st❛t❡

❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✳
✼▲❡t Ii ❜❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❉❡✜♥❡ σk ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t i ❛ss✐❣♥s t♦ j s❡❧❡❝t✐♥❣ a1

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ st❛t❡ ωk ❛♥❞ Ii✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ a2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦♥ ❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t Ii✱ ∆Ui✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆Ui :=P(ω = ω1|Ii)[σ1 + (1− σ1)c]− (1− P(ω = ω1|Ii)) [σ2c+ (1− σ2)]

✇❤❡r❡ ∂∆Ui

∂σk

≥ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c ≤ 1 ❢♦r ❛❧❧ k✳ ❚❤❛t ✐s✱ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢

a2 ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ j ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c ≤ 1✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ i✬s ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣

a2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ a1 ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t j ❝❤♦♦s❡s a2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c ≤ 1✳ ❙❡❡ ❚❛♥❡✈❛ ✭✷✵✶✾✮ ❢♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✽



✇✐t❤ Lm,i = |Sm,i|✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Ei t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✳ ❚❤❡ s❡❧❧❡r✬s

❝♦st ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳

❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❛tr✐① ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r♦✇ ❛ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳

ω1 ω2

sm,i1 πm,i1,1 πm,i1,2

sm,i2 πm,i2,1 πm,i2,2
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

sm,i
Lm,i πm,i

Lm,i,1
πm,i
Lm,i,2

❚❛❜❧❡ ✸✿ ▼❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s✐❣♥❛❧ si ∈ Sm,i ❢r♦♠ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ω✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛

❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②

♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■t ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✐ts ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t t❤❛t

s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✱ ❡①❝❡♣t t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✳

❆s s✉❝❤✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛tt❛❝❤ ♥♦ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❉❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s str❛t❡❣② s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧s✳ ▲❡t M = (M1,M2) ❞❡♥♦t❡ t❤❡

♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✳ ❚❤❡ ♠❡♥✉ Mi = (Em
i , t

m
i )m∈{1,...,M} ✐s ♦✛❡r❡❞

t♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ∈ {1, 2}✱ ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ∈ Ei ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i t②♣❡ θi ❛t ♣r✐❝❡

tmi ∈ R ❛♥❞ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ m ∈ {1, 2..,M}✳
❖♥❧② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐ts❡❧❢ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✱ ♥♦t ✐ts r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡✱ ♦r t❤❡ ❞❛t❛✲

❜✉②❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s ❛ ♠❡♥✉ M = (M1,M2)✱ ✇❤❡r❡

Mi = (Em
i , t

m
i )

M
m=1✱ t

m
i ∈ R ❛♥❞ Em

i ∈ Ei✳
❉❛t❛✲❜✉②❡r✬s str❛t❡❣② s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ s✉♣♣❧❡✲

♠❡♥t ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t ιiθ ∈ {0, 1, ...,M} ❞❡♥♦t❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ιiθ = 0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ i ❞♦❡s♥✬t ❛❝q✉✐r❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲

t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ιiθ = m t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ i ❛❝q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

❛❧❧ ❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {a1, a2}✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ♣✉r❡

✾



str❛t❡❣② ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❛✐r (ιiθ, αiθ) ✇❤❡r❡ ιiθ ∈ {0, 1, ...,M} ❛♥❞

αiθ = (αi,ιiθ : S
ιiθ,i → {a1, a2})Mιiθ=0✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣❡r❢❡❝t ❡①t❡♥❞❡❞

❇❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✽ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛ss❡ss♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢

❜❡❧✐❡❢s✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ ♠❡♥✉ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❤❡r

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡♥✉✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ♦♣✲

t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✱ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣

❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤♦✐❝❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡②♦♥❞ ❤❡r ❝♦♥tr♦❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ (ι∗, α∗)✱ ❛ ♠❡♥✉ M∗ ❛♥❞ ❛ ❜❡❧✐❡❢ s②st❡♠ µ ❢♦r♠ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠ ✐❢✿

✐✮ (ι∗, α∗) ❛♥❞ M∗ s❛t✐s❢② s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✿

✭❛✮ ●✐✈❡♥ M✱

E[Uiθ(ι, α
∗)] ≥ E[Uiθ(ι, (α

′
i, α

∗
−i))] ✭✶✮

❢♦r ❛❧❧ α′
i ❛♥❞ ι ∈ {0, ...,M}2 ❛♥❞

ι∗iθ ∈ argmax
ιiθ∈{0,...,M}

E[Uiθ((ιiθ, ι
∗
−i), α

∗)]− tιiθi ✭✷✮

✇❤❡r❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡ ω✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ ❛♥❞ ❤❡r ❝❤♦✐❝❡s✳

✭❜✮ ▲❡t E(M) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛❢t❡r ♠❡♥✉ M ✐s ♦✛❡r❡❞ ❛♥❞

❞❡♥♦t❡ ❜② e(M) := (ι∗, α∗, µ) ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ E(M)✳ ❆ ♠❡♥✉ M∗ ✐s ♦♣t✐♠❛❧

✐❢ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

max
M

max
e(M)∈E(M)

∑

i∈{1,2}

∑

θ∈Θ

M∑

m=1

P(θi = θ)P(ι∗iθ = m|e(M)) · tmi (e(M)).

✽❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✇❡❛❦ P❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❞♦ ♥♦t ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞❡✈✐❛♥t ♠❡♥✉✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

❝❤♦♦s❡s ❛ ♠❡♥✉ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛t❡ ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❙❡❡ ❇❛tt✐❣❛❧❧✐ ✭✶✾✾✻✮ ♦r ❲❛ts♦♥ ✭✷✵✶✻✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

✶✵



✐✐✮ µ s❛t✐s✜❡s ❡①t❡♥❞❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣✳

✐✐✐✮ µ s❛t✐s✜❡s str❛t❡❣✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❞♦♥✬t ✐♥❢❡r ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ✐❢ t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ❞❡✈✐❛♥t ♠❡♥✉✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣❛②♦✛s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ✇❤✐❧❡ ✜①✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② VM(Em
i ; θ) ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em

i

✇❤❡♥ ❤❡r ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢ ✐s θ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♠❡♥✉ M✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

VM(Em
i , θ) = E[Uiθ((m, ι∗−i), α

∗)]− E[Uiθ((0, ι
∗
−i), α

∗)].

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❤❡r ❜❡❧✐❡❢ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs✱ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✱

❛♥❞ t❤❡ ♠❡♥✉✳ ■t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②♦✛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢

♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ i✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r j✬s ❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ j✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡

❛❝t✐♦♥ st❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ♦✈❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s✳

▲❡t E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ θH ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

t②♣❡ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ t♦ E✳ ❚❤❛t ✐s✱ VM(E, θH) ≥ VM(E, θL)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ c = 1✱

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ♣r❡❢❡r ❛❝t✐♦♥ ak ✐❢ t❤❡② ❛ss✐❣♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ st❛t❡ ωk ❢♦r k ∈ {1, 2} ❛♥❞

t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥s a1 ❛♥❞ a2 ✐❢ t❤❡② ❛ss✐❣♥ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s t❤❡ t②♣❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❝✉t♦✛ 1
2
✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

▲❡♠♠❛ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ θH ✳ ■t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡✜✲

♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ r❡q✉✐r❡s ❤❡r t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s (θ1, θ2)✳ ❋✐① θ1 ❛♥❞ ❧❡t θ̂(c, θ1) ❜❡ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ t❤❛t ✐s

✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ❛♥❞ a2✳ ■❢ θ2 ≥ θ̂(c, θ1)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θ(c, θ1)

s✉❝❤ t❤❛t VM(E, θ2) ≥ VM(E, θ1) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θ2 ≤ θ(c, θ1)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ θ2 < θ̂(c, θ1)✱ t❤❡r❡

❡①✐sts θH(c, θ1) s✉❝❤ t❤❛t VM(E, θ2) ≥ VM(E, θ1) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θ2 ≥ θ(c, θ1)✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱

✇❡ ❝❛❧❧ θ2 t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ θ1 t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ θ2 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥❞ θ1 t❤❡

❤✐❣❤ t②♣❡✳

✶✶



θ
0

1
2

θH

3
5

θL

4
5

1

✭❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t②♣❡s ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1

θ
0

1
2

θH

3
5

θL

1
5

1

✭❜✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t②♣❡s ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❧♦✇ ✭❜❧✉❡✮ t②♣❡s ❢♦r c = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ▲❡♠♠❛ ✶ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ c = 1✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s✱ θ̂(c, θ1) =
1
2
✱ θ2 =

θH > 1
2
❛♥❞ θ1 = θL✳ ■♥ ♣❛♥❡❧ ❛✮✱ θ(1, θ1) = θ1 ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❜✮✱ θ(1, θ1) = 1−θ1✳ ❆ss✉♠❡

✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ θH ❝❤♦♦s❡s ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts

✷✳✶ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✉s✐♥❣ t✇♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞✐r❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❛ss✐❣♥s ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

t♦ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ θ✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❣❛♠❡s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

✭▼②❡rs♦♥✱ ✶✾✽✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤

s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s ❛❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ✐♠♣❧② t❤❛t ■ ❝❛♥ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥

t♦ ♠❡♥✉s Mi ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✭M ≤ 2✮ ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤

t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭Sm,i = {s1, s2} ❢♦r ❛❧❧ m ❛♥❞ i✮✳

▲❡♠♠❛ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡♥✉ ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡♥✉ ✇❤✐❝❤

✐♥❝❧✉❞❡s ❛t ♠♦st t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ♠❡♥✉

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛t ♠♦st t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✳

▲❡♠♠❛ ✷ ▲❡t M2 := {(Em
i , t

m
i )m∈{1,...,M} : M ≤ 2 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}} ❜❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡♥✉s

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t ✐s

❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ❛♥② ♠❡♥✉ M✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❡♥✉ M′ ∈ M
2 t❤❛t ❛tt❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❝♦♠❡✳

✶✷



●✐✈❡♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t ♠❡♥✉ M✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s ✐s r❡s♣♦♥s✐✈❡ ✐❢ ❡✈❡r②

s✐❣♥❛❧ s ∈ S ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θ✳ ❆ ❞✐r❡❝t ♠❡♥✉ M
✐s r❡s♣♦♥s✐✈❡ ✐❢ ❡✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em

i ∈ Mi ✐s r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ i✳ ▲❡♠♠❛ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ✐t

✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡♥✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡

❡q✉❛❧s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ♠❡♥✉s ❛s r❡s♣♦♥s✐✈❡✳ ▲❡♠♠❛ ✸

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t ♠❡♥✉ ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ♠❡♥✉✳

▲❡♠♠❛ ✸ ▲❡t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❞✐r❡❝t ♠❡♥✉s ❜❡

M
2,2 := {(Em

i , t
m
i )m∈{L,H} : S

m,i = {s1, s2} ❢♦r ❛❧❧ m ∈ {L,H} ❛♥❞ i ∈ {1, 2}}.

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t ✐s ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ❛♥② ♠❡♥✉ M ∈ M
2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

♠❡♥✉ M′ ∈ M
2,2 t❤❛t ❛tt❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❝♦♠❡✳

▲❡♠♠❛ ✸ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❢r♦♠ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧s

♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱

✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r Sm,i = {s1, s2} ❛♥❞ πm,i : Ω → [0, 1]2 ❢♦r ❛❧❧

m ∈ {1, ...,M} ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♠❛tr✐①✿

s/ω ω1 ω2

s1 πm,i1 1− πm,i2

s2 1− πm,i1 πm,i2

✇❤❡r❡ (πm,i1 , πm,i2 ) ∈ [0, 1]2 ❢♦r ❛❧❧ m ∈ {1, ...,M} ❛♥❞ i✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s ❛❝t✐♦♥

r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sk✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♠✉st ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥

ak ✇❤❡♥ j ❢♦❧❧♦✇s ❤❡r ❛❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐❢ s❤❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ❛❝q✉✐r❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ i ❛❝q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t n ❛♥❞ j ❛❝q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t m✱ t❤❡♥

θiπ
n,i
1 [πm,j1 + (1− πm,j1 )c] ≥ (1− θi)(1− πn,i2 )[(1− πm,j2 )c+ πm,j2 ] ❛♥❞

(1− θi)π
n,i
2 [(1− πm,j2 )c+ πm,j2 ] ≥ θi(1− πn,i1 )[πm,j1 + (1− πm,j1 )c]

❆❧s♦✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❧❡t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ s1 ✐s ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦♥ st❛t❡ ω1 t❤❛♥ ω2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s2 ❢♦r ❛❧❧ i✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶

P(s = s1|ω1)

P(s = s1|ω2)
≥ P(s = s2|ω1)

P(s = s2|ω2)
⇔ πm,i1

1− πm,i2

≥ 1− πm,i1

πm,i2

⇔ πm,i1 + πm,i2 ≥ 1.

✶✸



❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

t♦ ❛ ❣❛♠❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ▼②❡rs♦♥ ✭✶✾✽✷✮ ❛♥❞ ❚❛♥❡✈❛ ✭✷✵✶✾✮✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❚❛♥❡✈❛ ✭✷✵✶✾✮ st✉❞✐❡s ❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ st❛t✐❝

✜♥✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s

❛❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳ ▲❡♠♠❛ ✸ ❡①t❡♥❞s t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s

✇❤✐❝❤ s❝r❡❡♥s ❢♦r t❤✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳✾ ❆ss✉♠❡

t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡r j t②♣❡ θj ❢♦❧❧♦✇s ❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② m ❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❝❤♦✐❝❡✳ ❙✐♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s ❛❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j t②♣❡ θj ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❡r

❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ s❡❧❡❝ts ❛❝t✐♦♥ ak ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sk✳
✶✵ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En
i ❝♦♠♣❛r❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ❛❝r♦ss t✇♦ ❝❛s❡s✿

✐✮ s❤❡ ❛❝q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t En
i ❛♥❞ s❡❧❡❝ts ❛❝t✐♦♥ ak ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sk✱

✐✐✮ s❤❡ ❛❝q✉✐r❡s ♥♦ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝ts ❡✐t❤❡r ❛❝t✐♦♥ a1 ♦r a2✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ j ❢♦❧❧♦✇s ❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣②✱ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
j ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣

❛❝t✐♦♥ ak ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sk✳

❉❡✜♥❡ vk(E
n
i , θi;m) ❛s ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥tEn

i ✐❢✱ ✇✐t❤♦✉t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ ak ✇❤✐❧❡ j ♣❧❛②s ❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣②✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡r i✬s

❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a2 ❛♥❞ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥ ak ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sk✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

v2(E
n
i , θi;m) = θiπ

n,i
1

[
πm,j1 +

(
1− πm,j1

)
c
]

︸ ︷︷ ︸
P(ω=ω1)P(si=s1|ω=ω1)[P(sj=s1|ω=ω1)+P(sj=s2|ω=ω1)c]

−
P(ω=ω2)P(si=s1|ω=ω2)[P(sj=s1|ω=ω2)c+P(sj=s2|ω=ω2)]︷ ︸︸ ︷
(1− θi)

(
1− πn,i2

) [(
1− πm,j2

)
c+ πm,j2

]
❛♥❞

v1(E
n
i , θi;m) = (1− θi)π

n,i
2

[(
1− πm,j2

)
c+ πm,j2

]
− θi

(
1− πn,i1

) [
πm,j1 +

(
1− πm,j1

)
c
]
.

❚❤❛t ✐s✱ vk(E
n
i , θi;m) ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ st❛t❡ ω′

k

❛♥❞ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ✐♥ st❛t❡ ωk ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ s′k✳ ❚❤❡♥✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✈❛❧✉❡ ♦❢

✾❆ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s✉❝❤

t❤❛t s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s ❛❝t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳
✶✵❈♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t P(ιj = m|θj) = 1 ❛♥❞ P(aj = ak|θj , ιj = m, sj = sk) = 1 ∀ k ∈ {1, 2}.

✶✹



❡①♣❡r✐♠❡♥t En
i ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs t❤❡ ♠❡♥✉ M ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

VM(En
i , θn) = max

{
0,

∑

m∈{L,H}

P(θj = θm|θn)vk(En
i , θn;m) s✳t✳ k s♦❧✈❡s αi,ιiθ=0 = ak

}
.

❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s✱ ■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳

▲❡♠♠❛ ✹ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ θH ❝❤♦♦s❡s ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ c > 0✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜✉②❡r✲t②♣❡s s❛t✐s✜❡s

θH ≥ min
{ 1

1 + c
,

c

1 + c

}
,

✐✮ θL ≥ min
{

1
1+c

, c
1+c

}
❛♥❞ θH < θL ✇❤❡♥ θL ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡s a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳

✐✐✮ θL ≤ max
{

1
1+c

, c
1+c

}
❛♥❞ θL < θH < 1− θL✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠

❉❡♥♦t❡ ❜② EL
i ❛♥❞ EH

i t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i t②♣❡ θL

❛♥❞ ❢♦r θH ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠✉st s❝r❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s✳✶✶ ❚❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s❢❡rs

s✉❜❥❡❝t t♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳✶✷ ❚❤❛t ✐s✿

max
(Em

i ,t
m
i )(m,i)∈{L,H}×{1,2}

(1− ν − ρ)(tL1 + tL2 ) + (ρ+ ν)(tH1 + tH2 )

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

IRL,i : VM(EL
i , θL)− tLi ≥ 0, IRH,i : VM(EH

i , θH)− tHi ≥ 0

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

ICL,i : VM(EL
i , θL)− tLi ≥ VM(EH

i , θL)− tHi

ICH,i : VM(EH
i , θH)− tHi ≥ VM(EL

i , θH)− tLi

✶✶■❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❢❛❝❡s ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♦✛❡r ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r✐❝❡❞ ❛t t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r✳
✶✷P❛②♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲

❜✉②❡rs✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈r❡♠❡r✲▼❝▲❡❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈ré♠❡r ❛♥❞ ▼❝▲❡❛♥✱ ✶✾✽✽✮✳

✶✺



❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En
i ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs

t❤❡ ♠❡♥✉ M✳

■ r❡str✐❝t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ❛ ♠❡♥✉ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❊✈❡r② ❞❛t❛✲❜✉②❡r s✐♠♣❧❡ s❡❧❡❝ts ❛♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦❡s♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❇✉②❡rs ♦❢ ❝r❡❞✐t ✇♦rt❤✐♥❡ss✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ r❡♣♦rt t❤❡②

♣✉r❝❤❛s❡✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❋r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈ré♠❡r ❛♥❞

▼❝▲❡❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞ ❑rä❤♠❡r ✭✷✵✷✵✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❢✉❧❧ s✉r♣❧✉s ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❇❡♥❝❤♠❛r❦✿ ◆♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ θL = θH = θ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Ei ❢♦r

❞❛t❛✲❜✉②❡r i s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

max
(Ei,ti)i∈{1,2}

(t1 + t2) s✳t✳ V (Ei, θ)− ti ≥ 0

✇❤❡r❡

V (Ei, θ) =




max{0, (1− θ)πi2(c(1− π

j
2) + π

j
2)− θ(1− πi1)(c(1− π

j
1) + π

j
1)} if αi,ιiθ=0 = a1

max{0, θπi1(c(1− π
j
1) + π

j
1)− (1− θ)(1− πi2)(c(1− π

j
2) + π

j
2)} if αi,ιiθ=0 = a2

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡t ti = V (Ei, θ) ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts E1 ❛♥❞ E2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ c < 2✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧

❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛♥❞ t♦ ♦✛❡r ♣❡r❢❡❝t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ c > 2✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✛❡r ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡♥✉s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠❡♥✉s ✇❤✐❝❤ tr✐✈✐❛❧❧②

s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠

✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧ ♦r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡♠♠❛ ✺ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡♥✉s

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts

❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t E ❛♥❞ E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❡♥✉s t❤❛t s❛t✐s❢② ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✳ ❚❤❡s❡ ♠❡♥✉s ❛r❡✿

✶✻



✶✳ M1 ❣✐✈❡♥ ❜② Ek
i = E ❛♥❞ tki = VM1(E, θL) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2} ❛♥❞ k ∈ {L,H}✳ ❚❤❛t ✐s✱

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♦✛❡r ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs

❛t ❛ ✜①❡❞ ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②✳

✷✳ M2 ❣✐✈❡♥ ❜② EH
i = E✱ EL

i = E✱ tLi = 0 ❛♥❞ tHi = VM2(E, θH) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}✳ ❚❤❛t

✐s✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♥✉ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡

❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳

✸✳ M3 ❣✐✈❡♥ ❜② Ek
i = E✱ Ek

j = E✱ tki = VM3(E, θL) ❛♥❞ tkj = 0 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}✱ j 6= i✱

k ∈ {L,H}✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♦✛❡r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r j ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♣r✐❝❡❞ ❛t

t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②✳

✹✳ M4 ❣✐✈❡♥ ❜② EH
i = E✱ EL

i = Ek
j = E✱ tLi = 0✱ tHi = VM4(E, θH) ❛♥❞ tkj = 0 ❢♦r ❛❧❧

i ∈ {1, 2}✱ j 6= i✱ k ∈ {L,H}✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♦✛❡r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤

t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✳

▲❡♠♠❛ ✺ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤❡rs❡❧❢ str✐❝t❧② ♣r♦✜ts ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥② ♠❡♥✉

M ∈ {M1,M2,M3,M4}.

❖♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ▲❡♠♠❛ ✺ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤❡rs❡❧❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦✜ts ✇✐t❤♦✉t s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s✱

❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ❡✐t❤❡r ✶✮ ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✛❡r❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣r✐❝❡✱ p✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss

t♦ ♣❛② ♦r ✷✮ ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ❡q✉❛❧ t♦

t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

▲❡♠♠❛ ✻ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✐t❡♠s

t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤

t②♣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳

▲❡♠♠❛ ✻ ■t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ M ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs t✇♦ ❞✐st✐♥❝t

❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ν + ρ ≥ Π̂−(tL1 +tL2 )
tH1 +tH2 −(tL1 +tL2 )

✱ ✇❤❡r❡

Π̂ =




(1− θL)max{2, c} ✐❢ a1 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② θL

θLmax
{
2,
[
(1−2ν−ρ)
1−ν−ρ

c+ ν
1−ν−ρ

] }
✐❢ a2 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② θL✳

✶✼



◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ c < 2✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ s❤❡ ♦✛❡rs t❤❡

s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤❡rs❡❧❢ ❛

❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ❜② ♦✛❡r✐♥❣ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ s❤❛r❡s s♦♠❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r s❡tt✐♥❣ ❡st❛❜✲

❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ ❛ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r

s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦

t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐♥ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✿

✐✮ EL
i ❛♥❞ EH

i ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✱ ✐✳❡✱ πm,ik = PEm
i
(si = sk|ω = ωk) = 1 ❢♦r ❛❧❧ m ∈ {L,H}✱

i ∈ {1, 2} ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ k ∈ {1, 2}✳
✐✐✮ EH

i ✐s ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳

✐✐✐✮ ❇♦t❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞ ❢♦r ❛❧❧ i✳

✐✈✮ ❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞s ❢♦r ❛❧❧ i✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ s❛t✐s✜❡s t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ✧♥♦ ❞✐s✲

t♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣✧ ❛♥❞ ✧♥♦ r❡♥t ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①tr❛❝t

❛❧❧ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ❛✛❡❝ts ❞❛t❛✲

❜✉②❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❆s s✉❝❤✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥

❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸ ❆❧❧ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ♣r❡❢❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ♠❛② ❞✐s❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ♠❛② s❡❧❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✐❢ t❤❡② ❞♦♥✬t s✉♣♣❧❡♠❡♥t t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝r♦ss t②♣❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✛❡r❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜♦t❤ t②♣❡s ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♦♥❡ st❛t❡ ωk ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ♦♥❡ st❛t❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ st❛t❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ s❤✐❢t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss

❢r♦♠ 1−πm,ik t♦ πm,ik ✇✐t❤ k ∈ {1, 2} ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ r❡❛❝❤❡s 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡

✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1 ✭a2✮ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❡t πL,i1 = 1

✶✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡✜♥❡ π
m,i
1

+ π
m,i
2

❛s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ❛♥❞ π

m,i
1

− π
m,i
2

❛s ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✽



✭πL,i2 = 1✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❡t πH,i1 = 1✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i

♦❢ t②♣❡ θi ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t r❡✈❡❛❧s ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡ t❤❡ st❛t❡ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❛♥❞ ✐s ♦✛❡r❡❞

t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ■t ✐s t❤❡ ♠♦st ✈❛❧✉❡❞ ❜② ❛♥② ❜✉②❡r t②♣❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦

♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❡✱

✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦✜ts ❜② ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②

✐s ❤✐❣❤❡r✳

✸✳✶✳✶ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♥✉ ♦❢ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❤❡♥ c ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❛t

✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s (c < 1)✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✇❤❡♥

t❤❡② ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♥✉ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s t❤❛t

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♠❛② ✜♥❞ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ♦✛❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ s✐♥❝❡ t❤✐s

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ c ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❛ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉✳ ❚❤✐s ✐s

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ♦❢ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ ❜✉t

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② s❡r✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ c ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s

❜❡tt❡r ♦✛ s❡r✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢✿

✐✮ c ≤ 2ρ
ρ−ν

✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳

✐✐✮ c ≤ 2ρ+ν
ρ

✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❡✐t❤❡r✿

✐✮ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉ ♦r✱

✐✐✮ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ ❛ ♠❡♥✉ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦r✱

✶✾



✐✐✐✮ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ ❛ ♠❡♥✉ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦r✱

✐✈✮ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

✸✳✷ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❲❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✿

✶✳ P❛②♦✛ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

(c < 1) ♦r ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s (c > 1)✱ ✇❤✐❝❤ ♣✐♥s ❞♦✇♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ♦♥ t❤❡✐r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✷✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲

❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡✐r ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤✲

❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

✐❢ ν <
√
ρ− ρ ✭ν >

√
ρ− ρ✮✳

✸✳ ❈♦♥❣r✉❡♥❝② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✿ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡s

✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡② ❞♦♥✬t s✉♣♣❧❡♠❡♥t t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❛❝ts ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❉❛t❛✲

❜✉②❡rs✬ ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ✭♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✮ ✐❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡

❛❝t✐♦♥ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s✮ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ❝♦♥❣r✉❡♥❝②

✭♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥❝②✮ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ θH ❝❤♦♦s❡s ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❇❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ✐❢

i) θL > θH ≥ c

1 + c
✇❤❡♥ c < 1 ❛♥❞ ii) θL > θH ≥ 1

1 + c
✇❤❡♥ c > 1

❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ✐❢

i) θH ≥ c

1 + c
, θL ≤ 1

1 + c
❛♥❞ θL < θH < 1− θL ✇❤❡♥ c < 1

ii) θH ≥ 1

1 + c
, θL ≤ c

1 + c
❛♥❞ θL < θH < 1− θL ✇❤❡♥ c > 1.

✷✵



✸✳✷✳✶ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s

❲❤❡♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r s❡tt✐♥❣ ❡①t❡♥❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s

♦✛❡r❡❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

♦✛❡rs ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❢♦r♠❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② EH ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② EL✳

❲✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ♠❛② ❞✐s❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢

♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ (θL, θH) =

(0.2, 0.6)✱ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♣r❡❢❡rs ❡①♣❡r✐♠❡♥t (1/2, 1) t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t (1, 1/2)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❤✐❣❤

t②♣❡ ♣r❡❢❡rs ❡①♣❡r✐♠❡♥t (1, 1/2) t♦ (1/2, 1)✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♦✛❡r t❤❡ ❧♦✇

t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❧❡ss ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣r❡❝✐s❡ ✭πL1
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✮✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r s❡❧❡❝ts πL1 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s

✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL ♦r EH ✳ ❚❤❛t ✐s✱

tH − tL = θH(1− πL1 )

[
ν

ν + ρ
(πL1 + (1− πL1 )c) +

ρ

ν + ρ

]
.

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ω1✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥

❢r♦♠ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ♦✈❡r ❛❝t✐♦♥ a2 ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡

✐s ω1✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇

t②♣❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ st❛t❡ ω1✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ str❛t❡✲

❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐ts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✼✳

▲❡♠♠❛ ✼ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♦r❞✐✲

♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✿

✐✮ ■❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s (c < 1)✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL

❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✐✐✮ ■❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s (c > 1)✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL

✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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Vℳ(EL,θ)

EL=(1,1/2) EL=(1/2,1)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢EL ✇❤❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭(ν, ρ) =
(
1
4
, 1
4

)
✮✱

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭c = 2
3
✮ ❛♥❞ EH ✐s ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ EL ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❚❤❡♥✱

❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❤❛s ❤✐❣❤❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦

❞❡✈✐❛t❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s s❝♦♣❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ EL ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ✐♥

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s

❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❆ss✉♠❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

θ̂ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ♦✛❡rs t❤❡

❧♦✇ t②♣❡✿

✐✮ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡②

❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ θL < θ̂✳

✐✐✮ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡

❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ θL < θ̂✳

✐✐✐✮ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❙tr❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣❧❛② ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭ν =
√
ρ−ρ✮ ♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣❛②♦✛s

✷✷



❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡s ✭c = 1✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ ❛ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ♠❡♥✉ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ❛ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧

♠❡♥✉✱ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❧❡❛r♥s t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ♦✛❡r❡❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s (c < 1)✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❢❛❝❡ ♥♦ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t j✬s ❛❝t✐♦♥

❝❤♦✐❝❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✐t r❡❞✉❝❡s

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❲❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ♠❛❦❡s ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ✇❤❛t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❞❛t❛✲

❜✉②❡rs ❛ss✐❣♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ❢♦r t❤❡

❧♦✇ ✭❤✐❣❤✮ t②♣❡ ✇❤❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛ss✐❣♥ ❛

❤✐❣❤❡r ✭❧♦✇❡r✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❡s ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s✱

✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ s❡❧❧❡r t♦ s❡t ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡ ❢♦r ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②

❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ s❝♦♣❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥s✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳

❲❤❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s

r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ♦✛❡r❡❞

♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ❛❧s♦ ♦✛❡r❡❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s (c > 1)✱ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❝❤✲

✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥

t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛s ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❜♦✉t

t❤❡ st❛t❡✱ ❜✉t t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s t♦ ❜❡ ❛s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s st✐❧❧ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❞❛t❛✲❜✉②❡rs t♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦✇ ✭❤✐❣❤✮

t②♣❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ✭❧❡ss✮ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱

❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❞✉❝❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r

✷✸



s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝✉rr✐♥❣

❛♥② ❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉r♣❧✉s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛❝q✉✐r✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲

t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

❧♦✇ t②♣❡✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛s❡✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❛❧s♦ ♦✛❡rs ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ st❛t❡ ω2✳ ❚❤❛t ✐s✿

tH − tL = (1− θH)(1− πL2 )

[
1 + πL2

(
ν

ν + ρ

)
(1− c)

]
.

❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ω2✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ s1 ✐♥ st❛t❡ ω2 ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛

❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t E1 ✐♥ st❛t❡ ω2✳

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉s ❢♦r t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱

♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣✐❝

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳✶✹ ■t ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s s❝♦♣❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

t♦ ♦✛❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t t②♣❡s✳

❇♦t❤ ♣❛♥❡❧s ❞❡♣✐❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ EL ❛♥❞ EH ✱ ♥❡t ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ θ✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ❢✉❧❧ s✉r♣❧✉s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❜② t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ VM(EL, θL)− tL ❛♥❞ VM(EH , θH)− tH ✇✐t❤

t❤❡ ①✲❛①✐s ✭♥❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦✮ ❛t t❤❡✐r t②♣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♥❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ EL ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡

✭VM(EL, θH)− tH✮ ✐s ❛❧s♦ ③❡r♦ ❛t θL✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝✲

q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts EL ❛♥❞ EH ✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ VM(EL, θH)

❛♥❞ VM(EL, θL) ❞✐✛❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✽✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ ✐ts ✐♥t✉✐t✐♦♥

❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ▲❡♠♠❛ ✼✳

▲❡♠♠❛ ✽ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

✶✹❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ✭♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✮ ❜❡❧✐❡❢s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ♦✛❡rs t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ tH = 0.2 ✭tH = 0.25✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇

t②♣❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② πL
1 = 1 ❛♥❞ πL

2 = 0.1 ✭πL
1 = 0.9 ❛♥❞ πL

2 = 1✮✱ ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ tL = 0.05 ✭tL = 0.18✮✳
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Net Value of experiments (Vℳ-t)

θLθH

Vℳ(EH,θH)-tH Vℳ(EL,θL)-tL
Vℳ(EL,θH)-tL

✭❛✮ ❈♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✿ θH = 3

4
❛♥❞ θL = 4

5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
θ

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

Net Value of experiments (Vℳ-t)

θL θH

Vℳ(EH,θH)-tH Vℳ(EL,θL)-tL
Vℳ(EL,θH)-tL

✭❜✮ ◆♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✿ θH = 3

4
❛♥❞ θL = 1

5

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭c = 2
3
✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭ρ = 0.2 ❛♥❞ ν = 0.4✮✳

EL ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

✸✳✷✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥❣r✉❡♥❝② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ♦♥ s❝r❡❡♥✐♥❣

❚❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❝r❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r t②♣❡s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r

✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✱ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s s✉❝❤

t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s ✐s ❡❛s✐❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❝❛s❡✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❇ör❣❡rs ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ✐♥ t❤❡

♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❝❛s❡ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛

❝❧♦s❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ t②♣❡ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡

t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❈r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s ❛r❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛❣❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❣❛t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t

✇♦rt❤✐♥❡ss ♦❢ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ♦r ❜✉s✐♥❡ss ❛♥❞ s❡❧❧ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❞❡rs t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r✐s❦s ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧♦❛♥s ♦r ❝r❡❞✐t ❧✐♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❯✳❙✳✱ ❊①♣❡r✐❛♥ ❛♥❞ ❊q✉✐❢❛① ❛r❡
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t✇♦ ♠❛❥♦r ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳✶✺ ❚❤❡ s❛❧❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦♥ ❞❡❜t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❜② ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✭❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦♥❛tt✐✱ ✷✵✶✾✮✳

❉✐r❡❝t❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✱

♦✛❡rs ❛❝❝❡ss t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❜❛♥❦s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱

t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❚❤❡s❡ ✈❡rs✐♦♥s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡

❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss

t♦ ❜✉s✐♥❡ss s❝♦r❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠s t♦ s✉♠♠❛r② ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ■♥

❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❛ ❢❡❡✱ ❛ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❤❡✐r ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t t❤❡② ❛r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❝r❡❞✐t

❜✉r❡❛✉ ❞♦❡s♥✬t ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡ t❤❡✐r ❞❛t❛ ♦✛❡r✐♥❣s t♦ ❛ ❧❡♥❞❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s

r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t✲✇♦rt❤✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❞❡r✬s ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧✐❡♥t ♦r ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ❧❡♥❞❡r✳✶✻ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ♦❢t❡♥t✐♠❡s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡✱

t❤❡ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤

❛ ✏♣❡r♠✐ss❛❜❧❡ ♣✉r♣♦s❡✧✱ s✉❝❤ ❛s ❜❛♥❦s ♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛❣❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t s❤❛r❡ t❤✐s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦r ✇✐t❤ ❛♥②♦♥❡ ❡❧s❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ❞✐r❡❝t❧② ♠♦t✐✈❛t❡

t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦t❤❡rs ❛❧s♦ ❛❝❝❡ss ❛ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉✬s

❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t t❤❛t t❤❡② ❛❝q✉✐r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ●✐✈❡♥

t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❝r❡❞✐t✲❜✉r❡❛✉ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛❦❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♣✉❜❧✐❝✳ ❍❡♥❝❡✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦✈❡rt✳

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t✉r♥ ✉s❡ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♦✛❡r ❛

✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t t♦ t❤❡✐r ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧✐❡♥t✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❧❡♥❞❡rs ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ❝❧✐❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❧❡♥❞❡rs ♠❛②

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t ❤❡❛❞❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝❧✐❡♥t ♦r s❡r✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝❧✐❡♥ts ✇❤♦ ♦✛❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❣♦♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ Pr✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡♥❞❡rs ❛❝q✉✐r❡ ♦♥ ❛ ❝❧✐❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❜✉②✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✶✺❇✉s✐♥❡ss ❝r❡❞✐t r❡♣♦rts ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ♦✇♥❡rs❤✐♣✱ s✉❜s✐❞✐❛r✐❡s✱ ❝♦♠♣❛♥② ✜♥❛♥❝❡s✱ ✈❡♥❞♦r

♣❛②♠❡♥t ❞❛t❛✱ r✐s❦ s❝♦r❡s✱ ❛♥❞ ❛♥② ❧✐❡♥s ♦r ❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s✳ ❈♦♥s✉♠❡r ❝r❡❞✐t r❡♣♦rts ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✲

✉❛❧✬s ♣❡rs♦♥❛❧ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❧♦❛♥s✱ ❝r❡❞✐t ❝❛r❞s✱ ❞❡❧✐♥q✉❡♥t ❛❝❝♦✉♥ts✱ ❡t❝✳
✶✻■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦✛❡r❡❞ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ♦r ✐s ❝♦st❧② t♦ ✈❡r✐❢②✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

t♦ t❛✐❧♦r ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ♣r✐❝❡s t♦ s♣❡❝✐✜❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

✷✻



✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ ✐s ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡② r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡②

s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❣❛t❤❡r✐♥❣✱ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥t❛❝ts ❛s s♦✉r❝❡s

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r ✐❢ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝❧✐❡♥ts ♦r ♣r♦❥❡❝ts ❞✐✛❡r✱ t❤❡♥

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❧❡♥❞❡rs ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉✮

✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t❤❡♠ t♦ ❛❧✇❛②s ♦r ♥❡✈❡r ♦✛❡r ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t

✐s ♠✉❝❤ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛r ❢♦r ❛♣♣r♦✈❛❧✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s ❧❡♥❞❡rs ❤❛✈✐♥❣

❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♠♦r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❧❡♥❞❡rs ❤❛✈✐♥❣

♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♠② ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥s✐❣❤ts ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ♠② r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡

❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ ❝❛♥ ♣r✐❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ♦❢ ❧❡♥❞❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛❝❝❡ss t♦

t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦✛❡r❡❞ ❛♥❞ ♣r✐❝❡❞ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐t✳ ❚❤✐r❞✱

t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡

❢✉❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ✐s

✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❞❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s

✇✐t❤♦✉t ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥✉ s❤♦✉❧❞ ♦✛❡r ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❧❡♥❞❡rs ❝❛♥ ❞✐s❛❣r❡❡ ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✇♦ ❧❡♥❞❡rs ❝❛♥ ❞✐s❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤❡♥

t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❜♦rr♦✇❡r✬s ❝r❡❞✐t ❤✐st♦r② t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t❤❡♠

t♦ ♠❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ❜♦rr♦✇❡r✬s

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡♥❞❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛②

❜❡ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❡♥❞❡r ✐❢ ✐t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡♠

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t t❤❡② ❤❛❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❞❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ t❤❡ s❛♠❡

❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥✉ s❤♦✉❧❞ ♦✛❡r

♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❧❡♥❞❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦r ✐❢ ❧❡♥❞❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡②

❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ ❤❛s

♠♦r❡ s❝♦♣❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤❡♥ ❧❡♥❞❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❜s❡r✈❡

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ❝❧✐❡♥t✬s ❝r❡❞✐t ✇♦rt❤✐♥❡ss ❜✉t ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝❧✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ♣❛rt✐❛❧

✷✼



❛❝❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇❤❡♥ ❧❡♥❞❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❜s❡r✈❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧✐❡♥t✬s ❝r❡❞✐t ❤✐st♦r②✱ ❜✉t ❝♦♠♣❡t❡ ❢♦r t❤❡♠✳

▼② r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s s❤♦✉❧❞ t❛✐❧♦r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r ❞❛t❛❜❛s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝r❡❞✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ♦r ❛ s♠❛❧❧ ❜✉s✐♥❡ss ✈❡rs✉s ❛ ❧❛r❣❡

❜✉s✐♥❡ss✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s t♦ ❛❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❧❡♥❞❡rs

t♦ s❡❧❡❝t ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❛❦❡❛✇❛②s ❢♦❧❧♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥

❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s ❢❛❝❡ ❧❡♥❞❡rs

✇❤♦ ❝♦♠♣❡t❡ ❢♦r ❝❧✐❡♥ts ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠② r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ t♦ ♦✛❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s

♦❢ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r ❞❛t❛ s❡t✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s✱ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs

♦r ❜✉s✐♥❡ss❡s ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❧❡♥❞❡rs ✇❛♥t ❛ ♦♥❡✲t✐♠❡ ❛❝❝❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧✐❡♥t ♦r

✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣❛② ❛ ②❡❛r❧② ❢❡❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦✛❡r✐♥❣s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❝❝❡ss✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛❝❝❡ss✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉s

❞♦ ❛❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❞❡r t②♣❡s t♦ s❡❧❡❝t ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❝❝❡ss ❛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ♠② r❡s✉❧ts✳

✺ ❊①t❡♥s✐♦♥s

✺✳✶ ◆ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❡①t❡♥❞ ♠② r❡s✉❧ts t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ N ≥ 2 ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡

♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② θ ∈ {θL, θH} t♦ st❛t❡ ω1✳ ❉❛t❛✲

❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ t②♣❡s

θ1, ...θN ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

ηL = P(θj = θL|θi = θL) ∈ (0, 1] ❛♥❞ ηH = P(θj = θH |θi = θH) ∈ (0, 1]

❢♦r ❛❧❧ j✳✶✼ ▲❡t k ∈ {0, 1, ..., N} ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ t②♣❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ N ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳

❉❡♥♦t❡ ❜② ρk t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ k ❤✐❣❤ t②♣❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛♥❞ N − k ❧♦✇ t②♣❡s✱

✇❤❡r❡ ρk ≥ 0 ❛♥❞
∑N

k=0 ρk = 1✳

■♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❡①✲♣♦st ♣❛②♦✛s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♠❛t❝❤❡s t❤❡

st❛t❡ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ❛s i✳ ■♥

✶✼❊①❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s✱ t❤♦✉❣❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ θi = θH ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss i✳

✷✽



♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡①✲♣♦st ♣❛②♦✛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ui(a, ω) =





1 if ai = aℓ, κ
ℓ
−i + 1 > ⌈N

2
⌉ and ω = ωℓ

c if ai = aℓ, κ
ℓ
−i + 1 ≤ ⌈N

2
⌉ and ω = ωℓ

0 if ai = aℓ, κ
ℓ
−i + 1 ≤ ⌈N

2
⌉ and ω = ωℓ′

0 if ai = aℓ, κ
ℓ
−i + 1 > ⌈N

2
⌉ and ω = ωℓ′

✇❤❡r❡ κℓ−i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs −i ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ aℓ ∈ {a1, a2} ❛♥❞ c > 0✳ ❆s ✐♥

t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡①✲♣♦st ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s

t❤❡ st❛t❡✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ t❤❡② ♣r❡❢❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡

♠❛❥♦r✐t② ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ c < 1 ✭c > 1✮✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t c ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❛t ✐s✿

max
(Em,tm)m=1∈{L,H}

N∑

k=0

ρk
(
(N − k)tL + k · tH

)
s✉❜❥❡❝t t♦ VM(EL, θL)− tL ≥ 0,

VM(EH , θH)− tH ≥ 0,

VM(EL, θL)− tL ≥ VM(EH , θL)− tH ,

VM(EH , θH)− tH ≥ VM(EL, θH)− tL.

❱❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❜✉②❡rs ❜✉t i ♣✉r❝❤❛s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r

t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs −i ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♦♥ t❤❡ st❛t❡ ω ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✱ κ1−i|(ω, θi)✱ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛

❈♦♥✇❛②✲▼❛①✇❡❧❧✲❇✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱✶✽ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs N − 1✱ ν ❛♥❞

pω,θi = P(θj = θH |θi)P(sj = s1|ω, θj) + P(θj = θL|θi)P(sj = s1|ω, θj).

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ tr✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣✲

t✉r❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ν > 1✱ t❤❡

✶✽❚❤❡ ❈♦♥✇❛②✲▼❛①✇❡❧❧✲❇✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❜♦t❤ ♣♦s✲

✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ tr✐❛❧s✳ ❙❡❡ ❑❛❞❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❉❛❧②

❛♥❞ ●❛✉♥t ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ θi ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss j✳

✷✾



❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ν < 1✱ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ▲❛st❧②✱ ✐❢ ν = 1✱ t❤❡ ❈♦♥✇❛②✲▼❛①✇❡❧❧✲❇✐♥♦♠✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ ❛ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ tr✐❛❧s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❉❡✜♥❡ Λθk ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s st❛t❡ ωk ✇✐t❤ k ∈
{1, 2} ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❜❡✐♥❣ t②♣❡ θ✳ ❚❤❛t ✐s✿✶✾

Λθ1 = P

(
κ1−i + 1 ≤

⌈
N

2

⌉
|ω = ω1

)
c+ P

(
κ1−i + 1 >

⌈
N

2

⌉
|ω = ω1

)

❛♥❞

Λθ2 = P

(
κ1−i ≥ N −

⌈
N

2

⌉
|ω = ω2

)
c+ P

(
κ1−i < N −

⌈
N

2

⌉
|ω = ω2

)
.

❉❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ a2 ❛♥❞ a1

✇✐t❤♦✉t ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

V2(E
n, θ|κ1−i) = θπn1Λ

θ
1 − (1− θ)(1− πn2 )Λ

θ
2 ❛♥❞ V1(E

n, θ|κ1−i) = (1− θ)πn2Λ
θ
2 − θ(1− πn1 )Λ

θ
1.

❚❤❡♥✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t En ✐s

VM(En, θ) =




max{0, V2(En, θ|κ1−i)} if αi,ιiθ=0 = a2

max{0, V1(En, θ|κ1−i)} if αi,ιiθ=0 = a1.

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥✳✷✵

❚❤❛t ✐s✿

c < 1 ❛♥❞ c

(
1 +

⌈
N

2

⌉)
≥

⌈
N

2

⌉
✭✸✮

♦r

c > 1 ❛♥❞

(
1 +

⌈
N

2

⌉)
≥ c

⌈
N

2

⌉
. ✭✹✮

✶✾◆♦t❡ t❤❛t κ1
−i + κ2

−i = N − 1✳ ❚❤❡♥✱ κ2
−i + 1 ≤ ⌈N

2
⌉ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ κ1

−i ≥ ⌈N
2
⌉✳

✷✵❚❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❡①♣❡r✐♠❡♥t En t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

✸✵



❖♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ N ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐❢ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦

♣❛② ❢♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣♦❡s ✉♣ ❛s ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r t②♣❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ❚❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s

❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❝❛s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱

t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡r❡

❡①✐sts θ̃ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s

✐✮ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡②

❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ θL < θ̃✳

✐✐✮ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡②

❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ θL < θ̃✳

✐✐✐✮ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✺✳✷ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s

■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❣❡♥❡r❛t❡ s✐❣♥❛❧s

t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡

♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♠❡♥✉s✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ♥❛t✉r❛❧ t♦ st✉❞② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❙✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡

t♦ ❞❛t❛ ❜✉②❡rs ✇❤♦ s❡❡❦ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛s ❛ ❜②♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐s✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡♣♦rts t♦ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❤♦

r❡q✉❡st❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡r✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ■ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♦✛❡r ❛

♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ❉❛t❛✲❜✉②❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♣r❡❢❡rr❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❣✐✈❡♥

t❤❡ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ψ : M× Ω 7→ [−1, 1] ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✳ ❚❤❡

✸✶



❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❤♦s❡♥ ❜② ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❥♦✐♥t s✐❣♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ st❛t❡ ωk ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❤♦♦s❡ Em ❛♥❞

En✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳

sm,1/sn,2 s1 s2

πn,2k 1− πn,2k

s1 πm,1k πm,1k πn,2k + ψm,nk πm,1k

(
1− πn,2k

)
− ψm,nk

s2 1− πm,1k

(
1− πm,1k

)
πn,2k − ψm,nk

(
1− πm,1k

) (
1− πn,2k

)
+ ψm,nk

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❏♦✐♥t s✐❣♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ st❛t❡ ωk ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❤♦♦s❡ Em ❛♥❞ En✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ V(M,ψ)(E
n
i , θi) ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En

i ✇✐t❤ ♠❡♥✉ M ❛♥❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ψ ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θi✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛t

V(M,ψ)(E
n
i , θi) = VM(En

i , θi) + (1− c)E
[
ψm,nj |θi

]
.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✲

✇❛r❞✳ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐♥t❡♥❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❣❛♠❡ ✭c < 1✮✳ ❲✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts

✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ♦✈❡rt✉r♥

t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♦✛❡r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr✐❝

♠❡♥✉ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❜t❛✐♥s ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦✛❡r❡❞

t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞

✐✮ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✐✐✮ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❆❧❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ♦✛❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧s ❛❝r♦ss ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱ s❤♦✇✲

✐♥❣ t❤❛t ♠② r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧s✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❤❡♥

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

✸✷



✺✳✸ ❙t❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♦✛s u : A×Ω → R✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✱ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② c > 0 ❛♥❞ g > 0✳

ω = ω1 a1 a2

a1 1, 1 c, 0

a2 0, c 0, 0

ω = ω2 a1 a2

a1 0, 0 0, g

a2 g, 0 1, 1

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❆❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♣❛②♦✛s✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡①✲♣♦st ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t♦ ♠❛t❝❤

t❤❡ st❛t❡ ω✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡rs c ❛♥❞ d ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡

❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♣r❡❢❡rs ✇❤❡♥ j s❡❧❡❝ts t❤❡ s❛♠❡

❛❝t✐♦♥ ✭❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥✮ ✐♥ st❛t❡ ω1 ✇❤❡♥ c < 1 ✭c > 1✮✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♣r❡❢❡rs

✇❤❡♥ j s❡❧❡❝ts t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✭❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥✮ ✐♥ st❛t❡ ω2 ✇❤❡♥ d < 1 ✭d > 1✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✮ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ st❛t❡ ωk ✇✐t❤

k ∈ {1, 2} ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ st❛t❡ ω1 ✭ω2✮ ✐❢ c < 1 ✭d < 1✮ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ c > 1 ✭d < 1✮✳

❉❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En
i ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs t❤❡ ♠❡♥✉ M ✐s ♥♦✇

❣✐✈❡♥ ❜②

VM(En
i , θn) = max

{
0,

∑

m∈{L,H}

P(θj = θm|θn)vk(En
i , θn;m) s✳t✳ k s♦❧✈❡s αi,ιiθ=0 = ak

}
,

v2(E
n
i , θn;m) = θnπ

n,i
1

[
πm,j1 +

(
1− πm,j1

)
c
]
− (1− θn)

(
1− πn,i2

) [(
1− πm,j2

)
g + πm,j2

]
❛♥❞

v1(E
n
i , θn;m) = (1− θn)π

n,i
2

[(
1− πm,j2

)
g + πm,j2

]
− θn

(
1− πn,i1

) [
πm,j1 +

(
1− πm,j1

)
c
]
.

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✱

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ c > 0 ❛♥❞✱

t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ❜❡❧✐❡❢s

❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥

c < 2ρ+ν
ρ

✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❆ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♦♣t✐♠❛❧✳

✺✳✹ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t②♣❡s

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

♦✛❡rs ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢ θ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ω = ω1✱ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F (θ) ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② f(θ) ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✉♣♣♦rt✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

F (θ) ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳ ▲❡t Fi(θi) ❜❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ θi ❛♥❞ ❧❡t f (θj|θi) = fθi (θj)

❜❡ ✐ts ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θi ✐s

VM(Em, θi) = θiπ
m
1

∫ 1

0
fθi(θj)(c (1− π1(θj)) + π1(θj))dθj + (1− θi)π

m
2

∫ 1

0
fθi(θj)(c (1− π2(θj)) + π2(θj))dθj

−max{θi
∫ 1

0
fθi(θj)(c (1− π1(θj)) + π1(θj))dθj , (1− θi)

∫ 1

0
fθi(θj)(c (1− π2(θj)) + π2(θj))dθj}

▲❡t θ′i ❜❡ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❛♥❞ θi ❤❡r r❡❛❧✐③❡❞ t②♣❡✳ ❉❡✜♥❡

q(θi, θ
′
i) = π1(θ

′
i)

∫ 1

0

fθi (θj) (c (1− π1(θj)) + π1(θj))dθj − π2(θ
′
i)

∫ 1

0

fθi (θj) (c (1− π2(θj)) + π2(θj))dθj

❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em✳ ■♥ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ q ✐s

❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣✐✈❡♥ θi✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠❡♥✉ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✇❤❡♥ t❤❡

t②♣❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❢❛❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s♥✬t ❛♣♣❧② ✉♥❧❡ss t②♣❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♥❝❡ q(θi, θ
′
i) ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡

tr✉❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ t②♣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s t②♣❡✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✬s ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❤❡r tr✉❡ t②♣❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❡

♦❜s❡r✈❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤❡r r❡♣♦rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❛t

q(θi, θ
′
i) = q(θ′′i , θ

′
i) := q(θ′i) ❢♦r ❛❧❧ θi ❛♥❞ θ

′′
i ✱ ✇❤❡r❡

q(θi) ∈
[
−
∫ 1

0

f(θj)(c (1− π2(θj)) + π2(θj))dθj,

∫ 1

0

f(θj)(c (1− π1(θj)) + π1(θj))dθj

]

:= [−U2, U1].

◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ U1 ❛♥❞ U2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢

t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡❛s q(θi) = U1 − U2, t♦ t❤❡
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♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t q(θ′i) ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r θi ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s

VM(q(θ′i), θi) = θiq(θ
′
i) + π2(θ

′
i)U2 −max{θiU1, (1− θi)U2}

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θ∗i := U2

U1+U2
∈ (0, 1) ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t②♣❡ t❤❛t ✐s ❡①✲❛♥t❡

✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥ a1 ❛♥❞ a2 ✇❤♦ ❛ss✐❣♥s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ t♦ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t q✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ❡①✲❛♥t❡ ❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ θi ∈ {0, 1}✱ ❛ss✐❣♥ ♥♦ ✈❛❧✉❡

t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ VM(q, θ) ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

[0, θ∗] ✭[θ∗, 1]✮ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❦✐♥❦ ❛t θ = θ∗✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡t π1(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θi ≥ θ∗i ❛♥❞ π2(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θi < θ∗i ✱ ✇❤❡r❡ θi ≥ θ∗i
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ q(θi) ≥ U1 − U2✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳

▲❡♠♠❛ ✾ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ĉ ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ c ≤ ĉ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛♥❞

π∗
1(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ q(θi) ≥ U1 − U2 ❛♥❞ π∗

2(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ q(θi) < U1 − U2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ π∗
1(θi)

✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ π∗
2(θi) ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ c ≤ ĉ✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✾✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❡①♣❡r✐♠❡♥t q(θ′i) ❢♦r θi ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

VM(q(θ′i), θi) = θiq(θ
′
i) + U2 +min{U1 − U2 − q(θ′i), 0} −max{θi U1, (1− θi)U2}.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t q s❛t✐s✜❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❝r♦ss✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ (q, θi)✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤✐❣❤❡r t②♣❡s ❛ss✐❣♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r q ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s str♦♥❣❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡

♦❢ st❛t❡ ω2✱ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡❡♠❡❞ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♠ ❜❡❧✐❡❢s✳

▲❡♠♠❛ ✷ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸ ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ r❡s♣♦♥s✐✈❡

♠❡♥✉s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥

max
q(θi),t(θi)

∫ 1

0

t(θi)dF (θi) s✳t✳ VM (q(θi), θi)− t(θi) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ θi ∈ [0, 1] ❛♥❞

VM (q(θi), θi)− t(θi) ≥ V (q(θ′i), θi)− t(θ′i) ❢♦r ❛❧❧ θi, θ
′
i ∈ [0, 1].

▲❡♠♠❛ ✶✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ♠❡♥✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈❡✲

❧♦♣❡ t❤❡♦r❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✶✵ ❆ ♠❡♥✉ {q(θi)}θi∈[0,1] ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ q(θi) ✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❛♥❞
∫ 1

0

q(θi)dθi = U1 − U2 ✭✺✮

✸✺



❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✵✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

max
q(θi)

∫ 1

0

(θif(θi) + F (θi))q(θi)dθi +

∫ 1

0

min{0, f(θi) [U1 − U2 − q(θi)]}dθi

s✳t✳ q(θi) ∈ [−U2, U1] ❛♥❞ (5).

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t②♣❡s

✇❤♦ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ θi = θ∗✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱

❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ s❡❧❧❡r ✉s❡s ❛t ♠♦st t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥

t❤❡✐r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❜✉②❡rs ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥ q s✐♥❝❡ U1 ❛♥❞

U2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t

❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ t❤❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r s❡tt✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t

❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❝

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡

♠❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✛❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r r❡✈❡❛❧s

t❤❡ st❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s ❞❛t❛✲❜✉②❡rs t♦ ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧❡✲

♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥❝❡❞✐♥❣ r❡♥ts

t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡

✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦r✲

r❡❧❛t❡❞ ♦r ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

✸✻



❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r✐✲

✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❧❛① t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦✜ts ❜② ♥♦t ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ s❡❣♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣

str❛t❡❣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s ✐s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧

✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❜♦t❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤

♦t❤❡rs ✐♥ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❞✐st♦rt❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡

❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✛❡r✐♥❣s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♥❛t ❘ ❆❞♠❛t✐ ❛♥❞ P❛✉❧ P✢❡✐❞❡r❡r✳ ❆ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♠❛r❦❡t ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✸✾✭✷✮✿✹✵✵✕✹✸✽✱ ✶✾✽✻✳

❆♥❛t ❘ ❆❞♠❛t✐ ❛♥❞ P❛✉❧ P✢❡✐❞❡r❡r✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t s❛❧❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣❛❣❡s ✾✵✶✕✾✷✽✱ ✶✾✾✵✳

❘❛❜❛❤ ❆♠✐r ❛♥❞ ◆❛t❛❧✐❛ ▲❛③③❛t✐✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ ❜❛②❡s✐❛♥ ❣❛♠❡s

✇✐t❤ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✻✸✿✻✽✹✕✻✾✽✱ ✷✵✶✻✳

P✐❡r♣❛♦❧♦ ❇❛tt✐❣❛❧❧✐✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t ❜❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✼✵✭✶✮✿✷✵✶✕✷✸✹✱ ✶✾✾✻✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇♦♥❛tt✐✳ ❙❡❧❧✐♥❣ ❝♦♦❦✐❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿

▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✭✸✮✿✷✺✾✕✾✹✱ ✷✵✶✺✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇♦♥❛tt✐✳ ▼❛r❦❡ts ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♥♥✉❛❧

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✱ ✷✵✶✾✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥✱ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇♦♥❛tt✐✱ ❛♥❞ ❆❧❡① ❙♠♦❧✐♥✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✽✭✶✮✿✶✕✹✽✱ ✷✵✶✽✳

❑♦st❛s ❇✐♠♣✐❦✐s✱ ❉❛✈✐❞❡ ❈r❛♣✐s✱ ❛♥❞ ❆❧✐r❡③❛ ❚❛❤❜❛③✲❙❛❧❡❤✐✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐✲

t✐♦♥✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✺✭✻✮✿✷✻✹✻✕✷✻✻✹✱ ✷✵✶✾✳

❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇♦♥❛tt✐✱ ▼✉♥t❤❡r ❉❛❤❧❡❤✱ ❚❤✐❜❛✉t ❍♦r❡❧✱ ❛♥❞ ❆♠✐r ◆♦✉r✐♣♦✉r✳ ❙❡❧❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✷✷✵✷✳✵✽✼✽✵✱ ✷✵✷✷✳

❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇♦♥❛tt✐✱ ▼✉♥t❤❡r ❉❛❤❧❡❤✱ ❚❤✐❜❛✉t ❍♦r❡❧✱ ❛♥❞ ❆♠✐r ◆♦✉r✐♣♦✉r✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✈✐❛ s❡❧❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✷✸✵✷✳✶✷✷✷✸✱ ✷✵✷✸✳

✸✼



❚✐❧♠❛♥ ❇ör❣❡rs✱ ❆♥❣❡❧ ❍❡r♥❛♥❞♦✲❱❡❝✐❛♥❛✱ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ❑rä❤♠❡r✳ ❲❤❡♥ ❛r❡ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠♣❧❡✲

♠❡♥ts ♦r s✉❜st✐t✉t❡s❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✹✽✭✶✮✿✶✻✺✕✶✾✺✱ ✷✵✶✸✳

❖③❛♥ ❈❛♥❞♦❣❛♥ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣ ❙tr❛❝❦✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥✲

❢♦r♠❡❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❙❙❘◆ ✸✼✼✸✸✷✻✱ ✷✵✷✶✳

❏❛❝q✉❡s ❈ré♠❡r ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ P ▼❝▲❡❛♥✳ ❋✉❧❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r♣❧✉s ✐♥ ❜❛②❡s✐❛♥ ❛♥❞

❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣❛❣❡s

✶✷✹✼✕✶✷✺✼✱ ✶✾✽✽✳

❋r❛s❡r ❉❛❧② ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❊ ●❛✉♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✇❛②✲♠❛①✇❡❧❧✲♣♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧

t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✶✺✵✸✳✵✼✵✶✷✱ ✷✵✶✺✳

Pét❡r ❊s➤ ❛♥❞ ❇❛❧❛③s ❙③❡♥t❡s✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♥❞✐❝❛♣

❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✹✭✸✮✿✼✵✺✕✼✸✶✱ ✷✵✵✼✳

❈❤r✐st✐❛♥ ❍❡❧❧✇✐❣ ❛♥❞ ▲❛✉r❛ ❱❡❧❞❦❛♠♣✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ♦t❤❡rs ❦♥♦✇✿ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡s

✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✻✭✶✮✿✷✷✸✕✷✺✶✱ ✷✵✵✾✳

❏♦s❡♣❤ ❇ ❑❛❞❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ❙✉♠s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❡r♥♦✉❧❧✐ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❚❤❡ ❝♦♥✇❛②✕

♠❛①✇❡❧❧✲❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✶✭✷✮✿✹✵✸✕✹✷✵✱ ✷✵✶✻✳

❏❛❦✉❜ ❑❛st❧✱ ▼❛r❝♦ P❛❣♥♦③③✐✱ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛t♦r❡ P✐❝❝♦❧♦✳ ❙❡❧❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

✜r♠s✳ ❚❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✾✭✶✮✿✷✺✹✕✷✽✷✱ ✷✵✶✽✳

❆♥t♦♥ ❑♦❧♦t✐❧✐♥✱ ❚②♠♦✜② ▼②❧♦✈❛♥♦✈✱ ❆♥❞r✐② ❩❛♣❡❝❤❡❧♥②✉❦✱ ❛♥❞ ▼✐♥❣ ▲✐✳ P❡rs✉❛s✐♦♥ ♦❢ ❛

♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✺✭✻✮✿✶✾✹✾✕✶✾✻✹✱ ✷✵✶✼✳

❉❛♥✐❡❧ ❑rä❤♠❡r✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ s✉r♣❧✉s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✽✼✿✶✵✺✵✷✵✱ ✷✵✷✵✳

❍❛♦ ▲✐ ❛♥❞ ❳✐❛♥✇❡♥ ❙❤✐✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✶✵✼✭✶✶✮✿✸✸✻✸✕✽✺✱ ✷✵✶✼✳

▲❛✉r❡♥t ▼❛t❤❡✈❡t✱ ❏❛❝♦♣♦ P❡r❡❣♦✱ ❛♥❞ ■♥❛ ❚❛♥❡✈❛✳ ❖♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❣❛♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✷✽✭✹✮✿✶✸✼✵✕✶✹✵✹✱ ✷✵✷✵✳

❉❛✈✐❞ P ▼②❛tt ❛♥❞ ❈❤r✐s ❲❛❧❧❛❝❡✳ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❣❛♠❡s✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✾✭✶✮✿✸✹✵✕✸✼✹✱ ✷✵✶✶✳
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❘♦❣❡r ❇ ▼②❡rs♦♥✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤✱ ✻✭✶✮✿✺✽✕✼✸✱

✶✾✽✶✳

❘♦❣❡r ❇ ▼②❡rs♦♥✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✕❛❣❡♥t ♣r♦❜✲

❧❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✭✶✮✿✻✼✕✽✶✱ ✶✾✽✷✳

❘♦❣❡r ❇ ▼②❡rs♦♥✳ ●❛♠❡ t❤❡♦r②✿ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❍❛r✈❛r❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✱ ✶✾✾✶✳

❈❛r❧♦s ❙❡❣✉r❛✲❘♦❞r✐❣✉❡③✳ ❙❡❧❧✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✷✵✷✶✳

■♥❛ ❚❛♥❡✈❛✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✭✹✮✿✶✺✶✕

✽✺✱ ✷✵✶✾✳

❏♦❡❧ ❲❛ts♦♥✳ P❡r❢❡❝t ❜❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s✳ ❯♥♣✉❜✲

❧✐s❤❡❞✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ❛t ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ✶✸✸✱ ✷✵✶✻✳

❚❛❦✉r♦ ❨❛♠❛s❤✐t❛ ❛♥❞ ❙❤✉❣✉❛♥❣ ❩❤✉✳ ❚②♣❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ✷✵✷✶✳

❑❛✐ ❍❛♦ ❨❛♥❣✳ ❙❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❛t❛ ❢♦r ♣r♦✜t✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❛r❦❡t✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞

✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✶✷✭✹✮✿✶✸✻✹✕✾✸✱ ✷✵✷✷✳

▼✐♥❣ ❨❛♥❣✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱

✶✺✽✿✼✷✶✕✼✸✽✱ ✷✵✶✺✳

❙❤✉❣✉❛♥❣ ❩❤✉✳ Pr✐✈❛t❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❡♥ts✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ✷✵✷✶✳
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❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ t✇♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❉❡✜♥❡ γki ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ θi ❛ss✐❣♥s t♦ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r j s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❜❡✐♥❣ ωk✳ ❚❤❛t ✐s✱

γki = Pi(aj = a1|ω = ωk).

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t E ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ θi ✐s

VM(E, θi) = min{(1− θi)[cγ2i + (1− γ2i)], θi[γ1i + (1− γ1i)c]}

=




θi[γ1i + (1− γ1i)c] if θi < θ̂(c, θj)

(1− θi)[cγ2i + (1− γ2i)] if θi ≥ θ̂(c, θj)

✇❤❡r❡ θ̂(c, θj) ✐s t❤❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡ θi t❤❛t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥

a1 ❛♥❞ a2✳ ❋✐rst✱ ✐❢ θ2 ≥ θ̂2(c, θ1)✱ VM(E, θ2) ≥ VM(E, θ1) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

i) θ2 ≤ 1− γ11 + (1− γ11)c

γ12 + (1− γ12)c
θ1 ✇❤❡♥ θ1 < θ̂(c, θ2) ❛♥❞

ii) θ2 ≤ 1− cγ21 + (1− γ21)

γ12 + (1− γ12)c
(1− θ1) ✇❤❡♥ θ1 ≥ θ̂(c, θ2).

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ θ2 = θH ❛♥❞ θ1 = θL✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ θ2 < θ̂(c, θ1)✱ VM(E, θ2) ≥ VM(E, θ1) ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢

i) θ2 ≥
γ11 + (1− γ11)c

cγ22 + (1− γ22)
θ1 ✇❤❡♥ θ1 < θ̂(c, θ2) ❛♥❞

ii) θ2 ≥
cγ21 + (1− γ21)

cγ22 + (1− γ22)
(1− θ1) ✇❤❡♥ θ ≥ θ̂(c, θ2).

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♠❡♥✉ M̂ ❛♥❞ ❇◆❊ σ̂✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡♥✉

MD ❛♥❞ σD s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✮ ❡✈❡r② ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θ ∈ {θL, θH} ♣✉r❝❤❛s❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤❡r t②♣❡❀ ✭✐✐✮ ❢♦r ❡✈❡r② t②♣❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♦✉t❝♦♠❡s ✉♥❞❡r M̂ ✐❢

σ̂ ✐s ♣❧❛②❡❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♦✉t❝♦♠❡s t❤❛t r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r MD ❛♥❞ σD✳

❙✉♣♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t M ≥ 3✳ ❋✐rst✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ι̂iθ ∈ {0, 1, ...,M} ❢♦r ❛❧❧ i t②♣❡ θ✳

❍❡♥❝❡✱ ✉♣ t♦ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡♥✉ ♣❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛r❡ tr❛❞❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡♥✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡♥✉ ❛♥❞ ♦✛❡r ♠❡♥✉ MD ✇❤✐❝❤
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♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❛t t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♦✉t❝♦♠❡s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st i t②♣❡ θ s✉❝❤

t❤❛t ι̂i ∈ ∆({0, 1, ..,M})✳ ❈♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡♥✉ MD ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

t❤❛t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② i t②♣❡ θ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡ ❜② ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t

r❛♥❞♦♠✐③❡s ♦✈❡r t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤❛t ✐s✱ ❞❡✜♥❡

πD((si, sj)|ω, (ιi, ιj)) =
M∑

m=0

P(ι̂i = m|ω)π̂((si, sj)|ω, (m, ιj)).

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♦✉t❝♦♠❡s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✉s✱ MD ✐♠♣❧❡♠❡♥ts

t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛s M̂ ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ σ̂ ✐s ❛ ❇❛②❡s ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ σD ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡♥✉s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r

❞❛t❛✲❜✉②❡r✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r i t②♣❡ θ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i ∈ Mi ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡♥✉

M = (M1,M2) ✐s ❛ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✳ ▲❡t i t②♣❡ θ ❝❤♦♦s❡ ❛

s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s✱ ❧❡t Sm,ik ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡t

♦❢ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em
i t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❜✉②❡r i t②♣❡ θ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ ak ∈ {a1, a2} ✇❤❡r❡

∪2
k=1S

m,i
k = Sm,i✳ ❈♦♥str✉❝t Êm

i = (Ŝm,i, π̂m,i) ✇❤❡r❡ Ŝm,i = {s1, s2} ❛♥❞

π̂m,i(sℓ|ω) =
∫

S
m,i
k

πm,i(s|ω)ds ❢♦r ❛❧❧ sℓ ∈ {s1, s2} ❛♥❞ ω ∈ {ω1, ω2}.

Em
i ❛♥❞ Êm

i ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ❜✉②❡r

i t②♣❡ θ✳ ❚❤✉s✱ i ❛tt❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ VM(Em
i , θ) = VM̂(Êm

i , θ)✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Êm
i ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ Em

i ❛♥❞ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧✬s t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

VM(Em
i , θ

′) ≤ VM̂(Êm
i , θ

′) ❢♦r ❛❧❧ θ′✳ ❚❤✐s r❡❧❛①❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t②♣❡s θ′ 6= θ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛♥② M✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t M̂ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s Em
i ✇✐t❤ Êm

i t❤❛t ✐s ❛❧s♦

✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ✇❡❛❦❧② ❧❛r❣❡r ♣r♦✜ts✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❆ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θH ❝❤♦♦s❡s ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ a1 ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛s ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣

a2✳ ❚❤❛t ✐s✱

(1− θH)

[
ν

ν + ρ

((
1− π2

L,2
)
c+ π2

L,2
)
+

ρ

ν + ρ

((
1− π2

H,2
)
c+ π2

H,2
)]

< θH

[
ν

ν + ρ

((
1− π1

L,2
)
c+ π1

L,2
)
+

ρ

ν + ρ

((
1− π1

H,2
)
c+ π1

H,2
)]
.
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◆♦t❡ t❤❛t

(1− θH)

[
ν

ν + ρ

((
1− π2

L,2
)
c+ π2

L,2
)
+

ρ

ν + ρ

((
1− π2

H,2
)
c+ π2

H,2
)]
> (1− θH)min{c, 1}

❛♥❞ θH

[
ν

ν + ρ

((
1− π1

L,2
)
c+ π1

L,2
)
+

ρ

ν + ρ

((
1− π1

H,2
)
c+ π1

H,2
)]
< θH max{c, 1}.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s θH ≥ min
{

1
1+c

, c
1+c

}
✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♠✉st

❛❧s♦ s❛t✐s❢② θL ≥ min
{

1
1+c

, c
1+c

}
t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ θL ≤ max

{
1

1+c
, c
1+c

}
t♦ s❡❧❡❝t

a2✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t②♣❡s ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❢✲

✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t

(1− θH)

[
ν

ν + ρ

((
1− π2

L,2
)
c+ π2

L,2
)
+

ρ

ν + ρ

((
1− π2

H,2
)
c+ π2

H,2
)]

> (1− θL)

[
1− 2ν − ρ

1− ν − ρ

((
1− π2

L,2
)
c+ π2

L,2
)
+

ν

1− ν − ρ

((
1− π2

H,2
)
c+ π2

H,2
)]
.

❚❤❡♥✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

(1− θH)max{c, 1} > (1− θL)min{c, 1},

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ c > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θH < θL✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❝❤♦♦s❡s

❛❝t✐♦♥ a2 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ (1− θH)max{c, 1} > θLmin{c, 1}✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s

❢♦r ❛❧❧ c > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ θH < 1− θL✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✺✳ ▲❡t Π(M) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡❧❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❛ ♠❡♥✉ M t❤❛t

s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ s❡❧❡❝ts ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r

✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡s a1 ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t

Π(M) =





2(1− θL) if M = M1

2(1− θH)(ν · c+ ρ) if M = M2

c(1− θL) if M = M3

c(1− θH)(ν + ρ) if M = M4

❲❤❡♥ c < 2✱ Π(M1) > Π(M3) ❛♥❞ Π(M2) > Π(M4)✳ ▲❡t M∗ ❜❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧

♠❡♥✉✳ ❚❤❡♥✱

Π(M∗) ≥ Π(M1) ✇❤❡♥
1− θL
1− θH

≥ ν · c+ ρ ❛♥❞

Π(M∗) ≥ Π(M2), ♦t❤❡r✇✐s❡.

✹✷



❲❤❡♥ c ≥ 2✱ Π(M1) ≤ Π(M3)✳ ❚❤❡♥✱ Π(M∗) ≥ Π(M3) ✇❤❡♥

1− θL
1− θH

> max

{
ν + ρ,

2

c
(ν · c+ ρ)

}
.

❖t❤❡r✇✐s❡✱

Π(M∗) ≥ Π(M2) ✇❤❡♥ ν + ρ ≤ 2

c
(ν · c+ ρ) ❛♥❞

Π(M∗) ≥ Π(M4), ♦t❤❡r✇✐s❡.

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❝❤♦♦s❡s a2 ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ◆♦t❡

t❤❛t

Π(M) =





2θL if M = M1

2(1− θH)(ν + ρ) if M = M2

θL

[
(1−2ν−ρ)
1−ν−ρ

c+ ν
1−ν−ρ

]
if M = M3

(1− θH)(ν + ρ · c) if M = M4

❲❤❡♥ c < 2✱ Π(M1) > Π(M3) ❛♥❞ Π(M2) > Π(M4)✳ ❚❤❡♥✱

Π(M∗) ≥ Π(M1) ✇❤❡♥
θL

1− θH
≥ ν + ρ ❛♥❞

Π(M∗) ≥ Π(M2), ♦t❤❡r✇✐s❡.

❲❤❡♥ c ≥ 2✱ Π(M1) ≤ Π(M3)✳ ❚❤❡♥✱ Π(M∗) ≥ Π(M3) ✇❤❡♥

θL
1− θH

>
(1− ν − ρ)

c(1− 2ν − ρ) + ν
max

{
(cρ+ ν), (2(ν + ρ))

}
.

❖t❤❡r✇✐s❡✱

Π(M∗) ≥ Π(M2) ✇❤❡♥
1

2
(ν + ρ · c) ≤ ν + ρ ❛♥❞

Π(M∗) ≥ Π(M4), ♦t❤❡r✇✐s❡.

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✻✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ M∗ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ♦♥❧② t❤❡

♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❛t ❛ ♣r✐❝❡ p∗ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦

♣❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✱ ✇❤❡r❡ p = 1− θL ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♣✐❝❦s ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ p∗ = θL✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤❡rs❡❧❢ ♣r♦✜ts ♦❢

✹✸



❛t ❧❡❛st 2p∗✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ M∗∗ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ♦♥❧② t❤❡

♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛t ❛ ♣r✐❝❡ p∗∗ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦

♣❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ ✇❤❡r❡ p∗∗ = (1− θL)c ✇❤❡♥

t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♣✐❝❦s ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

p∗∗ = θL

[
(1− 2ν − ρ)

1− ν − ρ
c+

ν

1− ν − ρ

]
,

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤❡rs❡❧❢ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛t ❧❡❛st p∗∗. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts ❢♦r ❛♥② ♠❡♥✉ M s❛t✐s✜❡s Π(M) ≥ Π̂ ✇❤❡r❡

Π̂ =




(1− θL)max{2, c} if a1 is chosen without supplemental information

θLmax{2,
[
(1−2ν−ρ)
1−ν−ρ

c+ ν
1−ν−ρ

]
} if a2 is chosen without supplemental information

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉M ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✐t❡♠s t♦

❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ✇❤❡♥ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✱ ❣✐✈❡♥ ❜② Π(M) = (1−ν−ρ)tLi +(ν+ρ)tHi
✐s ❛t ❧❡❛st Π̂ ✇❤❡r❡

tLi ≤ min

{
VM

(
EL
i , θL

)
, VM

(
EL
i , θL

)
−
(
VM

(
EH
i , θL

)
− tHi

)}
❛♥❞

tHi ≤ min

{
VM

(
EH
i , θH

)
, VM

(
EH
i , θH

)
−
(
VM

(
EL
i , θH

)
− tLi

)}
.

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ✶✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

max
(Em

i ,t
m
i )(m,i)∈{L,H}×{1,2}

(1− ν − ρ)(tL1 + tL2 ) + (ρ+ ν)(tH1 + tH2 )

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

IRL,i : VM(EL
i , θL)− tLi ≥ 0, IRH,i : VM(EH

i , θH)− tHi ≥ 0

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

ICL,i : VM(EL
i , θL)− tLi ≥ VM(EH

i , θL)− tHi

ICH,i : VM(EH
i , θH)− tHi ≥ VM(EL

i , θH)− tLi

❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t θH s❡❧❡❝ts ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✹✹



❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ θL ❛❧s♦ ♣✐❝❦s ❛❝t✐♦♥ a1 ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ M∗✱ πL,i1 < 1 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r ♠❡♥✉

M✬ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s πL,i1 ✇✐t❤ 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✱

VM′

(
EL
i , θL

)
= (1− θL)π

L,i
2

[
1− 2ν − ρ

1− ν − ρ
((1− πL,j2 )c+ πL,j2 ) +

ν

1− ν − ρ
((1− πH,j2 )c+ πH,j2 )

]

≥ VM∗

(
EL
i , θL

)
,

VM′

(
EL
i , θH

)
= (1− θH)π

L,i
2

[
ν

ν + ρ
((1− π2

L,j)c+ π2
L,j) +

ρ

ν + ρ
((1− π2

H,j)c+ π2
H,j)

]

≥ VM∗

(
EL
i , θH

)
,

VM′

(
EH
i , θL

)
= VM∗

(
EH
i , θL

)
❛♥❞ VM′

(
EH
i , θH

)
= VM∗

(
EH
i , θH

)
✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ M∗

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥

t✉r♥ ✐♠♣❧② t❤❛t

VM′

(
EL
i , θL

)
≥ VM∗

(
EL
i , θL

)
≥ tLi

VM′

(
EH
i , θH

)
= VM∗

(
EH
i , θH

)
≥ tHi

❛♥❞

VM′

(
EL
i , θL

)
− tLi ≥ VM∗

(
EL
i , θL

)
− tLi ≥ VM∗

(
EH
i , θL

)
− tHi = VM′

(
EH
i , θL

)
− tHi

VM′

(
EH
i , θH

)
− tHi = VM∗

(
EH
i , θH

)
− tHi ≥ VM∗

(
EL
i , θH

)
− tLi

❍❡♥❝❡✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ πL,i1 ✇✐t❤ ✶ r❡❧❛①❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢

t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ tLi ❜② ǫ > 0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts

s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦❜t❛✐♥s ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ✇✐t❤ ♠❡♥✉ M′ t❤❛♥

M∗✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

c✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ VM∗

(
Em
j , θk

)
≥ VM′

(
Em
j , θk

)
❢♦r ❛❧❧ (m, k) ∈ {L,H}2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c < 1✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ tr❛♥s❢❡rs ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j ✇❤❡♥ c < 1 ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡♠ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❡♥ t❤❛t M′ ②✐❡❧❞s ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t❤❛♥ M∗

✇❤❡♥ c < 1✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ M∗✳ ❲❤❡♥ c > 1✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦❜t❛✐♥s ❤✐❣❤❡r

♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢r♦♠ j ✉♥❞❡r ♠❡♥✉ M′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛s ❞❡r✐✈❡❞

✐♥ ▲❡♠♠❛ ✻✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❝❤♦♦s❡s a2 ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳

✹✺



✷✳ ❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ E ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ ✐t ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r i ❢♦r s♦♠❡ i ∈ {1, 2}✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♣✉r❝❤❛s❡s

t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐ts ♣r✐❝❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ VM(E, θL)✳ ■❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❞♦❡s ♥♦t

♣✉r❝❤❛s❡ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t tHi < VM(E, θL)✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧②

♦✛❡r✐♥❣ E ❛t ♣r✐❝❡ VM(E, θL) t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts✳ ❚❤✐s

②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t E ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②

t❤❛t θH ❝❤♦♦s❡s ❛❝t✐♦♥ a1 ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ θL ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡s ❛❝t✐♦♥ a1 ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t πH,i1 = πL,i1 = 1 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ M∗✱ πH,i2 < 1 ❛♥❞

❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r ♠❡♥✉ M✬ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s πH,i2 ✇✐t❤ 1 ❢♦r s♦♠❡ i ∈ {1, 2}✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r

❞❛t❛✲❜✉②❡r i✱

VM′

(
EL
i , θL

)
= VM∗

(
EL
i , θL

)
≥ tLi

VM′

(
EL
i , θL

)
− tLi = VM∗

(
EL
i , θL

)
− tLi ≥ VM∗

(
EH
i , θL

)
− tHi

VM′

(
EH
i , θH

)
> VM∗

(
EH
i , θH

)
≥ tHi ❛♥❞

VM′

(
EH
i , θH

)
− tHi = VM∗

(
EH
i , θH

)
− tHi ≥ VM∗

(
EL
i , θH

)
− tLi = VM′

(
EL
i , θH

)
− tLi .

❚❤❡♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ πH,i2 t♦ 1 ✐♥❝r❡❛s❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r i t②♣❡ θH ✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t

EH
i ❛♥❞ r❡❧❛①❡s ❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦

❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥ ✐♥✲

❝r❡❛s❡ tHi ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s st✐❧❧

s❛t✐s✜❡❞✳

❚♦ s❡❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤✐s ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ c✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✐❢ c < 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ πH,i2 t♦ 1 ✐♥❝r❡❛s❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r j✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛①❡s ❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝❛✉s❡

VM′

(
EL
j , θL

)
> VM∗

(
EL
j , θL

)
≥ tLj ❛♥❞

VM′

(
EH
j , θH

)
> VM∗

(
EH
j , θH

)
≥ tHj

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

0 ≤ VM′

(
EL
j , θL

)
− VM∗

(
EL
j , θL

)
≤ VM′

(
EH
j , θL

)
− VM∗

(
EH
j , θL

)
❛♥❞

VM′

(
EH
j , θH

)
− VM∗

(
EH
j , θH

)
≥ VM′

(
EL
j , θH

)
− VM∗

(
EL
j , θH

)
≥ 0,
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✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

VM∗

(
EH
j , θL

)
− VM∗

(
EL
j , θL

)
≤ VM′

(
EH
j , θL

)
− VM′

(
EL
j , θL

)
❛♥❞

VM′

(
EH
j , θH

)
− VM′

(
EL
j , θH

)
≥ VM∗

(
EH
j , θH

)
− VM∗

(
EL
j , θH

)
≥ tHj − tLj .

❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ c < 1✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✐❢

VM′

(
EH
j , θL

)
− VM′

(
EL
j , θL

)
≤ tHj − tLj

♦r ✐❢ tHj ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t M′ s❛t✐s✜❡s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r

j✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❧❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜t ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

♦❢ M∗✳

❲❤❡♥ c > 1✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ πH,i2 t♦ 1 ❞❡❝r❡❛s❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r j✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡r j✬s ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ✐s

(1− πH,12 )(1− c)[(1− θL)π
L,2
2 ν + (1− θH)π

H,2
2 ρ],

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i✬s ✐s

(1− θH)(1− πH,12 )[ν((1− πL,22 )c+ πL,22 ) + ρ((1− πH,22 )c+ πH,22 )].

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss

❢r♦♠ j ✇❤❡♥❡✈❡r

c ≤ 1 +
(1− θH)(ν + ρ)

(1− θH)ρ+ (1− θL)ν
.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ πH,i2 t♦ 1✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ c ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r s❡❧❡❝ts M ∈ {M2,M3,M4}✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❝❤♦♦s❡s a2 ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸✳ ❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ♦❢ t②♣❡ θL ❜✐♥❞✳ ❙✉♣♣♦s❡

♥♦t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t tL1 < VM(EL
1 , θL)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r

1 ♦❢ t②♣❡ ❤✐❣❤ ♠✉st ❜✐♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t tH1 = VM(EH
1 , θH)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧②

ICL,1 : VM(EL
1 , θL)− tL1 ≥ VM(EH

1 , θL)− tH1 ❛♥❞ ICH,1 : 0 ≥ VM(EL
1 , θH)− tL1 .
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◆♦t❡ t❤❛t VM(EH
1 , θH) ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ VM(EH

1 , θL)✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳✷✶ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ VM(EH
1 , θH) > VM(EH

1 , θL)✱ t❤❡♥ VM(EL
1 , θL) − tL1 > 0 ❛♥❞

VM(EH
1 , θL)− tH1 < 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ tL1 ❜② ❛ s♠❛❧❧ ǫ > 0 ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣

❛♥② ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r 1 ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡♥✉

♦✛❡r❡❞ t♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r 2✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛❧s♦ ❜✐♥❞s✳ ❙✉♣♣♦s❡

♥♦t✱ ✐✳❡✳✱ tH1 > VM(EH
1 , θH)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ IRL,1 ❜✐♥❞s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜②

ICL,1 : 0 ≥ VM(EH
1 , θL)− tH1 ❛♥❞ ICH,1 : VM(EH

1 , θH)− tH1 ≥ VM(EL
1 , θH)− VM(EL

1 , θL).

❲❤❡♥ VM(EL
1 , θH) < VM(EL

1 , θL)✱ VM(EH
1 , θH)− tH1 > 0 ❛♥❞ VM(EL

1 , θH)−VM(EL
1 , θL) < 0✳

❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ tH1 ❜② ❛ s♠❛❧❧ ǫ > 0 ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r 1 ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡♥✉ ♦✛❡r❡❞ t♦ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r 2✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❤❡♥ VM(EL
1 , θH) ≥ VM(EL

1 , θL)✱

VM(EH
1 , θL) ≤ tH1 ≤ VM(EH

1 , θH)− [VM(EL
1 , θH)− VM(EL

1 , θL)]

❛♥❞ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡t

tH1 = VM(EH
1 , θH)− [VM(EL

1 , θH)− VM(EL
1 , θL)].

✷✶▲❡t δk,i ❢♦r k ∈ {1, 2} ❛♥❞ i ∈ {L,H} ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δk,L =
1− 2ν − ρ

1− ν − ρ

((
1− πk

L,2
)
c+ πk

L,2
)
+

ν

1− ν − ρ

((
1− πk

H,2
)
c+ πk

H,2
)
❛♥❞

δk,H =
ν

ν + ρ

((
1− πk

L,2
)
c+ πk

L,2
)
+

ρ

ν + ρ

((
1− πk

H,2
)
c+ πk

H,2
)
.

❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ a1 ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ VM(EH
1 , θH) ≤ VM(EH

1 , θL) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

[(1− θL)δ2,L − (1− θH)δ2,H ]π2
H,1 ≥ (θLδ1,L − θHδ1,H)

(
1− π1

H,1
)

❋✐rst✱ ✐❢ θLδ1,L ≥ θHδ1,H ✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (1 − θL)δ2,L ≥ (1 − θH)δ2,H ✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✲

r❡❝t❧② ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ θLδ1,L < θHδ1,H ❛♥❞ s✐♥❝❡ π2
H,1 ≥

(
1− π1

H,1
)
✱

VM(EH
1 , θH) ≤ VM(EH

1 , θL) r❡q✉✐r❡s t❤❛t θHδ1,H − θLδ1,L ≥ (1 − θH)δ2,H − (1 − θL)δ2,L✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢

θHδ1,H − θLδ1,L > 0 ≥ (1 − θH)δ2,H − (1 − θL)δ2,L✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② ✈✐✲

♦❧❛t❡❞✳ ▲❛st❧②✱ ✐❢ (1− θH)δ2,H > (1− θL)δ2,L✱

VM(EL
1 , θH) ≤ VM(EL

1 , θL)

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t π1
L,1 ≥ π1

H,1 ❛♥❞ π2
L,1 ≤ π2

H,1✳ ❇✉t✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❛t VM(EH
1 , θH) < VM(EH

1 , θL)✳ ❚❤❡

♣r♦♦❢ ❢♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳

✹✽



■♥ t✉r♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞s✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❜✉②❡r 1 ❛r❡

Π(M1) = VM(EL
1 , θL) + (ν + ρ)(VM(EH

1 , θH)− VM(EL
1 , θH))

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ EL
1 s✉❝❤ t❤❛t VM(EL

1 , θH) ❡q✉❛❧s

VM(EL
1 , θL) ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❜✉②❡r 1✳ ❲❤❡♥ c < 1✱ t❤✐s ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡s ❞❛t❛✲❜✉②❡r 2 ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡❛❦❧② ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts ♦✈❡r❛❧❧✳ ❲❤❡♥ c > 1✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❡✐t❤❡r

M ∈ {M2,M3,M4} ♦r t❤❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛✲❜✉②❡r 1 ✐♥ ♣r♦✜ts ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❧♦ss ❢r♦♠ ❞❛t❛✲

❜✉②❡r 2✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳

✹✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s

ICL,1 : 0 ≥ VM(EH
1 , θL)− VM(EH

1 , θH) ❛♥❞ ICH,1 : 0 ≥ VM(EL
1 , θH)− VM(EL

1 , θL).

❲❡✬✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ VM(EH
1 , θL) < VM(EH

1 , θH)✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ICL,1

✐s s❧❛❝❦❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡❧❡❝t EL
1 s✉❝❤ t❤❛t

VM(EL
1 , θH) = VM(EL

1 , θL)✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡

s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡②

❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥ a1✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② (πL,i2 , πH,i2 ) ∈ [0, 1]2 ❢♦r i ∈ {1, 2}✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts

s✉❜❥❡❝t t♦

VM
(
EL

1 , θL
)
= VM

(
EL

1 , θH
)
❛♥❞ VM

(
EL

2 , θL
)
= VM

(
EL

2 , θH
)
,

✇❤❡r❡

VM

(
EL
i , θL

)
= (1− θL)π

L,i
2

[
(1− 2ν − ρ)

1− ν − ρ

[
(1− π

L,j
2 )c+ π

L,j
2

]
+

ν

1− ν − ρ

[
(1− π

H,j
2 )c+ π

H,j
2

]]
❛♥❞

VM

(
EL
i , θH

)
= (1− θH)π

L,i
2

[
ν

ν + ρ

[
(1− π

L,j
2 )c+ π

L,j
2

]
+

ρ

ν + ρ

[
(1− π

H,j
2 )c+ π

H,j
2

]]
,

❢♦r i, j ∈ {1, 2} ❛♥❞ i 6= j✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤♦❧❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

πL,12 = πL,22 = 0 ♦r πL,12 = p1(π
H,1
2 ) ❛♥❞ πL,22 = p2(π

H,2
2 ),

✹✾



✇❤❡r❡ p1(π
H,1
2 ) = p2(π

H,2
2 ) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ πH,12 = πH,22 ✳ ❲❤❡♥ πL,12 = πL,22 = 0✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s

❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡

Π(M) = (1− θH) [π
H,2
2 (ν · c+ ρ(c(1− πH,12 ) + πH,12 )) + πH,12 (ν · c+ ρ(c(1− πH,22 ) + πH,22 ))].

❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡t πH,12 = πH,22 = 1 ❢♦r ❛❧❧ c < 2ρ
ρ−ν

✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t

✇❤❡♥ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❧♦✇ t②♣❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✱

t❤❡♥ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♦✛❡r ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ❲❤❡♥ c ≥ 2ρ
ρ−ν

✱

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♦✛❡r ❛ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❡♥✉ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② πH,12 = 1 ❛♥❞

πH,22 = 0 ♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ πH,12 = πH,22 = 1✳

❲❤❡♥ πL,12 = p1(π
H,1
2 )✱ πL,22 = p2(π

H,2
2 ) ❛♥❞ c < 2✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡t

πH,12 = πH,22 = 1✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t πL,12 = πL,22 ∈ (0, 1)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♥✉ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳ ▲❛st❧②✱ ✇❤❡♥ c ≥ 2✱ πH,12 = 1 ❛♥❞

πH,22 ∈ {0, 1}✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r πH,22 = 1✱ t❤❡ ♠❡♥✉ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t♦ ♦✛❡r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞

t♦ ♦✛❡r ❛ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ t♦ ❜❡ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ✐s c ≥ max{2, 2ρ
ρ−ν

}✳
■❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞✱ ✐t ♦✛❡rs ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ❛♥❞ ❛ ♠❡♥✉ t♦

t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇

t②♣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♥✉ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛❞✲

❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② πL,11 ∈ [0, 1]✱ πL,21 ∈ [0, 1] ❛♥❞

πH,22 ∈ [0, 1]✱ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts

Π(M) = θL

[
π
L,1
1 ((1− 2ν − ρ)[(1− π

L,2
1 )c+ π

L,2
1 ] + ν) + π

L,2
1 ((1− 2ν − ρ)[(1− π

L,1
1 )c+ π

L,1
1 ] + ν)

]

+ (1− θH)
[
π
H,1
2 (ν + ρ[(1− π

H,2
2 )c+ π

H,2
2 ]) + π

H,2
2 (ν + ρ[(1− π

H,1
2 )c+ π

H,1
2 ])

]

s✉❜❥❡❝t t♦

VM
(
EL

1 , θL
)
= VM

(
EL

1 , θH
)
❛♥❞ VM

(
EL

2 , θL
)
= VM

(
EL

2 , θH
)
,

✇❤❡r❡

VM

(
EL
i , θL

)
= θLπ

L,i
1

[
(1− 2ν − ρ)

1− ν − ρ

[
(1− π

L,j
1 )c+ π

L,j
1

]
+

ν

1− ν − ρ

]

VM

(
EL
i , θH

)
= max

{
0, (1− θH)

[
ν

ν + ρ
+

ρ

ν + ρ

[
(1− π

H,j
2 )c+ π

H,j
2

]]

− θH(1− π
L,i
1 )

[
ν

ν + ρ

[
(1− π

L,j
1 )c+ π

L,j
1

]
+

ρ

ν + ρ

]}

✺✵



❢♦r i ∈ {1, 2}✱ i 6= j✳

❲❤❡♥ c ≤ 2ρ+ν
ρ

✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s t♦ s❡t πH,12 = πH,22 = 1 s✐♥❝❡ ♣r♦✜ts

❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t πL,11 = πL,21 ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

✇❤❡♥ c > 2ρ+ν
ρ

✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❡✐t❤❡r πH,12 ♦r πH,22

t♦ 1✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ ❞❛t❛✲❜✉②❡r 1✳ ■♥

t✉r♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ πH,22 = 0✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c ≤ 2ρ+ν
ρ

✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐s ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞✱ πH,12 = 1 ❛♥❞ πH,22 = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t πL,21 = 0✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡r ✶ t②♣❡ θH ✐s ♦✛❡r❡❞ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❞❛t❛✲❜✉②❡r

✷ ✐s ♦✛❡r❡❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡r✱ ♦✛❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r

✶✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t πL2 = 1 ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t

❛♥❞ t❤❛t πL1 ✐s s✉❝❤ t❤❛t ICH ❜✐♥❞s✳ ❲❤❡♥ θL ❛tt❛❝❤❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ t♦ EL✱

VM(EL, θL) = θLπ
L
1

[(
1− 2ν − ρ

1− ν − ρ

)
[πL1 + (1− πL1 )c] +

(
ν

1− ν − ρ

)]
❛♥❞

VM(EL, θH) = max

{
0, (1− θH)− (1− πL1 )θH

(
ν

ν + ρ
(πL1 + (1− πL1 )c) +

ρ

ν + ρ

)}
.

❉❡✜♥❡ f(πL1 ) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

f(πL1 ) : = (1− θH)− (1− πL1 )θH

(
ν

ν + ρ
(πL1 + (1− πL1 )c) +

ρ

ν + ρ

)
.

◆♦t❡ t❤❛t f(πL1 ) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ πL1 ∈ [0, 1]✱ f(1) = (1− θH) > 0 ❛♥❞ f(0) < 0✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts πL1 ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t f(πL1 ) =

0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ f(πL1 ) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣❛r❛❜♦❧❛✱ f(π
L
1 ) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ πL1 ≥ πL1 ❛♥❞

♥❡❣❛t✐✈❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ VM(EL, θH) = f(πL1 ) ✐❢ π
L
1 ≥ πL1 ❛♥❞ VM(EL, θH) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥❡ SN(πL1 ) ❛s t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL✳ ❚❤❛t ✐s✿

SN(πL1 ) = VM(EL, θH)− VM(EL, θL).

◆♦t❡ t❤❛t SN(πL1 = πL1 ) < 0✱ SN(πL1 = 1) > 0 ❜❡❝❛✉s❡ θL < 1 − θH ❛♥❞ SN(πL1 ) ✐s

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ [πL1 , 1]✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡

❡①✐sts πL1 ∈ (πL1 , 1) s✉❝❤ t❤❛t SN(πL1 ) = 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✼✳ ■ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ c✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✺✶



t♦ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ πL1 ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ c✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠
❛❝q✉✐r✐♥❣ EL✱ SN(πL1 )✱ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ πL1 s✐♥❝❡

∂SN (πL
1 )

∂πL
1

≥ θH

[
ν

ν + ρ
[πL

1 + (1− πL
1 )(2c− 1)] +

ρ

ν + ρ

]

− (1− θH)

[
1− 2ν − ρ

1− ν − ρ
[πL

1 (2− c) + (1− πL
1 )c] +

ν

1− ν − ρ

]
≥ 0.

❚❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ θL < 1−θH ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞

♦♥❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ c s✉❝❤ t❤❛t ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉

✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ πL1 ✱

❞❡✜♥❡❞ ❛s πL1 s✉❝❤ t❤❛t SN(πL1 ) = 0✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ c ❜❡❝❛✉s❡ SN(πL1 ) ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ c✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s

κ :=
P(θi = θH |θj = θH)P(θi = θL|θj = θL)

P(θi = θL|θj = θH)P(θi = θH |θj = θL)
=
ρ(1− 2ν − ρ)

ν2
,

✇❤❡r❡ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛s κ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❤❡♥

κ > (<)1 ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤❡♥ κ = 1✳

◆♦t❡ t❤❛t κ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ν ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ν ♦♥ SN(πL1 ) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❜❡❝❛✉s❡

∂SN(πL1 )

∂ν
= (1− πL1 )(c− 1)

[
1− ρ

(1− ν − ρ)2
θLπ

L
1 − θH(1− πL1 )

ρ

(ρ+ ν)2

]
.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ SN(πL1 ) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ν ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥✲

❝❡♥t✐✈❡s ✭c < 1✮✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t SN(πL1 ) ✐s ❛♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ν ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢

θH(1− πL1 )
ρ

(ρ+ ν)2
− 1− ρ

(1− ν − ρ)2
θLπ

L
1 ≤ 0. ✭✻✮

❛♥❞ ✭✻✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧

πL1 ≥ θHρ(1− ν − ρ)2

θHρ(1− ν − ρ)2 + θL(1− ρ)(ν + ρ)2
❛♥❞ SN

(
θHρ(1− ν − ρ)2

θHρ(1− ν − ρ)2 + θL(1− ρ)(ν + ρ)2

)
< 0,

✭✼✮

✺✷



✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ πL1 s❛t✐s✜❡s ✭✼✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ πL1 ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ν s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

πL1 s✉❝❤ t❤❛t SN(πL1 ) = 0 ✇❤❡r❡ SN(πL1 ) ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ πL1 ✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ πL1 ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ κ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ πL1
✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

▲❡♠♠❛ ✶✶ ❆ss✉♠❡ c < 1 ❛♥❞ t❤❛t ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ θL ✐❢ ν ≤ √
ρ− ρ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✶✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ EH = E✱ πL1 = 1

❛♥❞ t❤❛t πL2 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ICH ❜✐♥❞s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

❜✐♥❞✱ ICH s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ VM(EL, θL) = VM(EL, θH) ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t j ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ❢♦r♠ ❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL

❢♦r t❤❡ θL ❛♥❞ θH ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

VM(EL, θL) = (1− θL)π
L
2

[(
1− 2ν − ρ

1− ν − ρ

)[
(1− πL2 )c+ πL2

]
+

(
ν

1− ν − ρ

)]
❛♥❞

VM(EL, θH) = (1− θH)π
L
2

[(
ν

ν + ρ

)[
(1− πL2 )c+ πL2

]
+

(
ρ

ν + ρ

)]
.

■t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❛t ICH ❜✐♥❞s ✐❢ πL2 = 0✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t πL2 ∈ (0, 1]✳ ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t

ν ≤ √
ρ− ρ✳ ❚❤❡♥✿

VM(EL, θH)− VM(EL, θL) > (1− θL) π
L
2

(
(1− 2ν − ρ)

1− ν − ρ
[πL2 + (1− πL2 )c] +

ν

1− ν − ρ

)

− (1− θL) π
L
2

(
(1− 2ν − ρ)

1− ν − ρ
[πL2 + (1− πL2 )c] +

ν

1− ν − ρ

)

= 0

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ θL > θH ✱ c < 1 ❛♥❞ ν ≤ √
ρ − ρ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡

❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ν >
√
ρ− ρ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts πL2 ∈ (0, 1] s✉❝❤

t❤❛t VM(EL, θL) = VM(EL, θH) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

θL ≤ (1− ν − ρ)[c · ν + ρ]θH + [(ν + ρ)2 − ρ](1− c)

[c(1− 2ν − ρ) + ν](ν + ρ)
:= θ̂ ✭✽✮

✇❤❡r❡

πL
2 =

(1− ν − ρ) [νc+ ρ] θH +
[
(ν + ρ)2 − ρ

]
(1− c)− [c(1− 2ν − ρ) + ν] (ν + ρ)θL

(1− c) [(ν + ρ)2 − ρ− ν(1− ν − ρ)θH + (ν + ρ)(1− 2ν − ρ)θL]
. ✭✾✮

✺✸



❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ttr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡

❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♥♦ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✶✷ ❆ss✉♠❡ c > 1 ❛♥❞ t❤❛t ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❞❛t❛✲

s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ θL ✐❢ ν ≥ √
ρ− ρ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✶✷ ✇❤❡r❡ θ̂ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✽✳ ■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✱ ✭✾✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ EL✳ ❋✐rst✱ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ c < 1 ❛♥❞ ν >
√
ρ − ρ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡

s✐❣♥ ♦❢
∂πL

2

∂c
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

(ν + ρ)2 − ρ− ν(1− ν − ρ)θH + (1− 2ν − ρ)(ν + ρ)θL

✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ θL > θH ❛♥❞ ν >
√
ρ − ρ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ EL ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥

c✳ ❆s c ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ EL

✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢
∂πL

2

∂ν
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

s✐❣♥ ♦❢

(ν + ρ)(θHρ(2− ν − ρ)− θL(1− ρ)(ν + ρ) + ν − ρ) + (1− θH)ρ

✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ θL > θH ✱ ν >
√
ρ − ρ ❛♥❞ c < 1✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ EL

✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ν✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ν ❞❡❝r❡❛s❡s κ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✼✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ EL ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ c > 1 ❛♥❞ ν <
√
ρ − ρ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇

t❤❛t
∂πL

2

∂c
> 0 ❛♥❞

∂πL
2

∂ν
< 0✳

❆✳✷ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ ◆ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs

▲❡♠♠❛ ✶✸ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t En ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐❢

c < 1 ❛♥❞ c

(
1 +

⌈
N

2

⌉)
≥

⌈
N

2

⌉
♦r c > 1 ❛♥❞

(
1 +

⌈
N

2

⌉)
≥ c

⌈
N

2

⌉
.

✺✹



Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ❛❝q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL✳

VM(EL, θ) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ πL1 ✐❢

Λθ1 ≥ max

{
− πL1 · ∂Λ

θ
1

∂πL1
, (1− πL1 )

∂Λθ1
∂πL1

}
. ✭✶✵✮

❆ s✉✣❝✐❡♥t ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✭✶✵✮ ✐s

Λθ1 ≥ max

{
− ∂Λθ1
∂πL1

,
∂Λθ1
∂πL1

}
=| ∂Λ

θ
1

∂πL1
| ✭✶✶✮

s✐♥❝❡ πL1 ∈ [0, 1]✳ Λθ1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥✇❛②✲▼❛①✇❡❧❧✲❇✐♥♦♠✐❛❧ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡✱ κ1−i✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥✇❛②✲▼❛①✇❡❧❧✲❇✐♥♦♠✐❛❧ (n, p, ν) r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F (k;n, p, ν) =

k∑
ℓ=0

pℓ(1− p)n−ℓ
(
n

ℓ

)ν

S(p, ν)
.

✇❤❡r❡ S(p, ν) =
n∑
k=0

pk(1 − p)n−k
(
n

k

)ν
✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t πL1 ♦♥❧② ❛✛❡❝ts

pω1,θ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂F (k;n, pω1,θ, νω1,θ)

∂πL1
=
∂F (k;n, pω1,θ, νω1,θ)

∂pω1,θ

∂pω1,θ

∂πL1

✇❤❡r❡
∂pω1,θ

∂πL
1

= P(θj = θL|θ) ❛♥❞

∂F (k;n, p, ν)

∂pω1,θ
=

k∑
ℓ=1

(
n
ℓ

)ν
pℓ−1(1− p)n−ℓ−1 (ℓ− np)−

[
n∑
ℓ=1

(
n
ℓ

)ν
pℓ−1(1− p)n−ℓ−1 (ℓ− np)

]
F (k;n, p, ν)

S(p, ν)
.

◆♦t❡ t❤❛t

∂F (k;n, p, ν)

∂pω1,θ

≤ (k − np)

k∑
ℓ=1

(
n

ℓ

)ν
pℓ−1(1− p)n−ℓ−1

S(p, ν)
+ np

n∑
ℓ=1

(
n

ℓ

)ν
pℓ−1(1− p)n−ℓ−1

S(p, ν)

≤ (k − np) + np = k.

❚❤❡♥✱
∂Λθ

1

∂πL
1
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∣∣∣∣∣
∂Λθ1
∂πL1

∣∣∣∣∣ = P(θj = θL|θ)
∣∣∣∣∣(1− c)

∂F (⌈N2 ⌉ − 1; ·)
∂pω1,θ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣(1− c)⌈N

2
⌉
∣∣∣∣∣

✺✺



✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ P(θj = θL|θ) ∈ [0, 1]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Λθ1 ≥ min{1, c}✳ ❚❤❡♥✱

✭✶✶✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ πL1 ∈ [0, 1] ✭♦r pω1,θ✮ ✐❢

c ≥ (1− c)⌈N
2
⌉ ✐❢ c < 1 ⇔ c

(
1 +

⌈
N

2

⌉)
≥

⌈
N

2

⌉

1 ≥ (c− 1)⌈N
2
⌉ ✐❢ c > 1 ⇔

(
1 +

⌈
N

2

⌉)
≥ c

⌈
N

2

⌉
.

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ■ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t VM(EH , θ) ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ πH1 ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t VM(En, θ) ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ πn2 ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣❛②♦✛s s❛t✐s❢② ✭✸✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s E ❛♥❞

✶✳ ■❢ ν ≤ 1✱ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✳

✷✳ ■❢ ν > 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θ̃ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢

❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ θL < θ̃✳ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❲❤❡♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t✱ πL1 = 1 ❛♥❞ πL2 s✉❝❤ t❤❛t

VM(EL, θL) = VM(EL, θH).

❋✐rst✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

VM(EL, θL) = (1− θL)π
L
2 Λ

θL
2

✇❤❡r❡ κ1−i|(ω2, θL) ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈▼❇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs N − 1✱

pω2,θL = ηL(1− πL2 ) ❛♥❞ ν✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

VM(EL, θH) = (1− θH)π
L
2 Λ

θH
2

✇❤❡r❡ κ1−i|(ω2, θH) ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈▼❇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs N − 1✱

pω2,θH = (1− ηH)(1− πL2 ) ❛♥❞ ν✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② F (k;N − 1, pω,θi , ν) t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❛ ❈▼❇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ κ1−i|(ω2, θL) ❛♥❞

κ1−i|(ω2, θH) s❤❛r❡ t✇♦ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ■ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ F (k; pω,θi)✳

■t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❜✐♥❞s ✐❢ πL2 = 0✳ ❆ss✉♠❡

♥♦✇ t❤❛t πL2 ∈ (0, 1] ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r ν < 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ηL > 1 − ηH ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t pω2,θL > pω2,θH

❛♥❞

VM(EL, θL) < (1− θH)π
L
2

[
c+ (1− c)F

(
N − ⌈N

2
⌉ − 1; (1− ηH)(1− πL2 )

)]
= VM(E1, θH)

✺✻



✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s s✐♥❝❡ θH < θL✱ ηL > 1−ηH ❛♥❞ c < 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t EL ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✱ VM(EL, θL) < VM(EL, θH)✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱

✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ r❡❛❝❤

t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r ν = 1✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ ❞❛t❛✲❜✉②❡r t②♣❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭ν > 1✮ ♦r ηL < 1−ηH ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t (1− θL) < (1− θH) ❜✉t

c+ (1− c)F

(
N − ⌈N

2
⌉ − 1; ηL(1− πL2 )

)
> c+ (1− c)F

(
N − ⌈N

2
⌉ − 1; (1− ηH)(1− πL2 )

)
.

❉❡✜♥❡

∆VM(πL2 ) :=
VM(EL, θL)− VM(EL, θH)

π1
2

.

◆♦t❡ t❤❛t ∆VM(1) < 0 ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ t②♣❡ ❛♥❞

lim
πL
2 →0

∆VM(πL2 ) ≥ 0 ✐✛ θL ≤ 1− (1− θH)
(
c+ (1− c)F

(
N − ⌈N2 ⌉ − 1; (1− ηH)

))

c+ (1− c)F
(
N − ⌈N2 ⌉ − 1; ηL

) := θ̃. ✭✶✷✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ πL2 ∈ (0, 1) s✉❝❤

t❤❛t VM(EL, θL) = VM(EL, θH)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❧❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✛❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

❧♦✇ t②♣❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✭✶✷✮ ❤♦❧❞s✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ πL2 = 1 ❛♥❞

πL1 ✐s s✉❝❤ t❤❛t VM(EL, θL) = VM(EL, θH)✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s t♦

❡①♣❡r✐♠❡♥t EL ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② VM(EL, θL) = θLπ
L
1 Λ

θL
1 ✱ ✇❤❡r❡ κ1−i|(ω1, θL) ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❛ ❈▼❇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs N − 1✱ pω1,θL = ηLπ
L
1 + (1− ηL) ❛♥❞ ν✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡

❤✐❣❤ t②♣❡ ❛tt❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t EL ❣✐✈❡♥ ❜②

VM(EL, θH) = max{0, (1− θH)Λ
θH
2 − θH(1− πL1 )Λ

θH
1 }

✇❤❡r❡ κ1−i|(ω1, θH) ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈▼❇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs N − 1✱

pω1,θL = ηH+(1−ηH)πL1 ❛♥❞ ν ❛♥❞ κ1−i|(ω2, θH) ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈▼❇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs N − 1✱ pω2,θH = 0 ❛♥❞ ν✳✷✷ ◆♦t❡ t❤❛t VM(EL, θH) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ πL1 ✱ VM(EL, θH) < 0 ✐❢ πL1 = 0 ❛♥❞ VM(EL, θH) > 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts π̂L1 ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t VM(EL, θH) ≥ 0

❢♦r ❛❧❧ πL1 ≥ π̂L1 ✳ ❉❡✜♥❡ ∆VM(πL1 ) = VM(EL, θL) − VM(EL, θH)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∆VM(πL1 ) ✐s

✷✷❚❤❡♥✱ P(κ1
−i ≤ k|ω2) = 1 ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 0✳

✺✼



❛❧s♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ πL1 ✱ ∆VM(π̂L1 ) ≥ 0 ❛♥❞ ∆VM(1) = (θL − (1 − θH)) < 0 ❜②

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts

πL1 ∈ (π̂L1 , 1) s✉❝❤ t❤❛t ∆VM(πL1 ) = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣❛②♦✛s s❛t✐s❢② ✭✹✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s E ❛♥❞

✶✳ ■❢ ν ≥ 1✱ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t✳

✷✳ ■❢ ν < 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θ̃ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡s ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢

❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ θL ≤ θ̃✳ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

❆✳✸ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs✬ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Em ✇✐t❤ m ∈ {L,H} ✐s

VM,ψ (E
m, θH) = VM (Em, θH) + (1− c)

[
θH
νψm,L1 + ρψm,H1

ν + ρ
+ (1− θH)

νψm,L2 + ρψm,H2

ν + ρ

]

❛♥❞

VM,ψ (E
m, θL) = VM (Em, θL)

+ (1− c)

[
θL

(1− 2ν − ρ)ψm,L1 + νψm,H1

1− ν − ρ
+ (1− θL)

(1− 2ν − ρ)ψm,L2 + νψm,H2

1− ν − ρ

]
.

■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡♥✉✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✐s ♦✛❡r❡❞ ❢✉❧❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ψH,nk = 0 ❛♥❞ ψL,Hk = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, 2} ❛♥❞ n ∈ {L,H}✳ ❆❧s♦✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t EL ♠✉st ❜❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ πL1 = 1✱ ✇❤✐❝❤

❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ψL,L1 = 0✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦

max
(πL

2 ,ψ
L,L
2 )

VM,ψ

(
EL, θL

)
s✉❜❥❡❝t t♦ VM,ψ

(
EL, θL

)
= VM,ψ

(
EL, θH

)

πL2 ∈ [0, 1] ❛♥❞ ψL,L2 ∈ [ψL,L
2
, ψ

L,L

2 ]

✺✽



✇❤❡r❡

ψL,L
2

:= max{−(πL2 )
2,
(
1− πL2

)
πL2 − 1,−

(
1− πL2

)2} ❛♥❞

ψ
L,L

2 := min{1− (πL2 )
2, πL2

(
1− πL2

)
, 1−

(
1− πL2

)2} = πL2
(
1− πL2

)
.

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② πL2 ∈ [0, 1] ❛♥❞ ψL,L2 ∈ [ψL,L
2
, ψ

L,L

2 ]✱ VM,ψ

(
EL, θL

)
✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

✐♥ ψL,L2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ c < 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✐t ✇✐❧❧

❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ψL,L2 = ψ
L,L

2 ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ψL,L2 = ψL,L
2

✳

❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡s ✐❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ψL,L2 ❛♥❞ πL2 ✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥

t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✇❤❡r❡ πL2 ✐s ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ψL,L2 = ψ
L,L

2 ✳

❲❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♦✛❡rs ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ❝❛♥♥♦t ♦✛❡r ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡ ✇❤❡♥ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥❣r✉❡♥t ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧

❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ s❡t ψL,L2 = ψ
L,L

2 ✇❤❡♥ c < 1 ❛♥❞ ψL,L2 = ψL,L
2

✇❤❡♥ c > 1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ πL2 ∈ (0, 1)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ✐s ♦✛❡r❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡

✇✐t❤ ❛♥t✐✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❆✳✹ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t②♣❡s

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✾✳ ■ s❤♦✇ t❤✐s ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉ M∗ ✐s

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡t Θ− ⊂ [θ∗i , 1] ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t π∗
1(θi) < 1 ❢♦r ❛❧❧

θi ∈ Θ− ❛♥❞ π∗
1(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θi ∈ [θ∗i , 1] \ Θ−✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡♥✉ M′ t❤❛t

r❡♣❧❛❝❡s π∗
1(θi) ✇✐t❤ 1 ❢♦r ❛❧❧ θi ∈ Θ−✳ ❉❡✜♥❡

tM
′

(θi) = tM
∗

(θi) + VM′ (q(θi), θi)− VM∗ (q(θi), θi)

✺✾



❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r M′ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❡❞

❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ M∗✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts ✐s

∫ 1

0

(
tM

′

(θi)− tM
∗

(θi)
)
dF (θi) =

∫ 1

0

(VM′ (q(θi), θi)− VM∗ (q(θi), θi)) dF (θi)

= (1− c)

∫ θ∗i

0

θiπ
∗
1(θi)

∫

θj∈Θ−

fθi(θj) (1− π∗
1(θj)) dθjdF (θi)

+

∫

θi∈Θ−

θi(1− π∗
1(θi))

∫ 1

0

fθi(θj) (c (1− π∗
1(θj)) + π∗

1(θj)) dθjdF (θi)

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❧❧❡r✬s ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ♠❡♥✉ M′ ❢♦r ❛❧❧ c < 1✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ M∗✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ĉ ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r ♣r❡❢❡rs M′✳ ❚❤❡

♣r♦♦❢ ❢♦r π2(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θi < θ∗i ❢♦❧❧♦✇s ❛♥❛❧♦❣♦✉s st❡♣s✳

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst π∗
2(θi)✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✾ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❛t π∗
2(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θi < θ∗i ❛♥❞ π∗

1(θi) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θi ≥ θ∗i ✳ ❋♦r θi > θ∗i ✱ ■ s❤♦✇ t❤❡

r❡s✉❧t ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐♥ ❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡♥✉✱ π∗
2(θi) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

θ′i ❛♥❞ θ
′′
i s✉❝❤ t❤❛t θ′i > θ′′i > θ∗i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t

VM(q(θ′i), θ
′
i) = (1− θ′i)π

∗
2(θ

′
i)

∫ 1

0

fθi(θj)(c (1− π∗
2(θj)) + π∗

2(θj))dθj

< (1− θ′i)π
∗
2(θ

′′
i )

∫ 1

0

fθi(θj)(c (1− π∗
2(θj)) + π∗

2(θj))dθj

= VM(q(θ′′i ), θ
′
i)

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ VM(q(θ′′i ), θ
′′
i ) < VM(E(θ′i), θ

′′
i )✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ π∗
2(θi) ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r

π∗
1(θi) ❢♦❧❧♦✇s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ❢r♦♠ ❇❡r❣❡♠❛♥♥

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧s ✐s

♥♦t ❧♦♥❣❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

π1(θi) =





0 if θi < θ0

b1θ + d1 if θi ∈ [θ0, θ1)

1 if θi ≥ θ1

❛♥❞ π2(θi) =





1 if θi < θ2

−b2θ + d2 if θi ∈ [θ2, θ3)

0 if θi ≥ θ3

✻✵



✇❤❡r❡ b1 ∈
[
0, 1

θ1

]
✱ b2 ∈

[
0, 1

1−θ2

]
✱ d1 ∈ [0, 1]✱ d2 ∈ [0, 1

1−θ2
] ❛♥❞ 0 ≤ θ0 ≤ θ1 ≤ θ∗ ≤ θ2 ≤

θ3 ≤ 1✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t E(θ′i) ❢♦r ❞❛t❛✲❜✉②❡r i ♦❢ t②♣❡ θi ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

VM (E(θ′i), θi) = θiπ1(θ
′
i)

[
c(θ1 − θ0) + (1− c)

[
d1(θ1 − θ0) +

b1
2
(θ21 − θ20) + 1− θ1

]]

− (1− θi)(1− π2(θ
′
i))

[
θ2 + c(θ3 − θ2) + (1− c)

[
d2(θ3 − θ2)−

b2
2
(θ23 − θ22)

]]

❢♦r ❛❧❧ θi < θ∗ ❛♥❞

VM (E(θ′i), θi) = (1− θi)π2(θ
′
i)

[
θ2 + c(θ3 − θ2) + (1− c)

[
d2(θ3 − θ2)−

b2
2
(θ23 − θ22)

]]

− θi(1− π1(θ
′
i))

[
c(θ1 − θ0) + (1− c)

[
d1(θ1 − θ0) +

b1
2
(θ21 − θ20) + 1− θ1

]]

❢♦r ❛❧❧ θi ≥ θ∗✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r s❡❧❡❝ts (bk, dk)
2
k=1 ❛♥❞ {θk}3k=0 t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛①✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

max

∫ 1

0

t(θi)dθi s✉❜❥❡❝t t♦ VM (E(θi), θi) ≥ t(θi) ❢♦r ❛❧❧ θi ∈ [0, 1] ❛♥❞

VM (E(θi), θi)− t(θi) ≥ VM (E(θ′i), θi)− t(θ′i) ❢♦r ❛❧❧ θi, θ
′
i ∈ [0, 1]

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ ❛❧❧ ❞❛t❛✲❜✉②❡rs ♦❢ t②♣❡ θi ∈ [0, θ0) ∪ [θ3, 1] ❛♥❞

❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ θi = θ∗✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ♣✐♥

❞♦✇♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡rs t(θi) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ (bk, dk)
2
k=1 ❛♥❞ {θk}3k=0✳

❆ ♠❡♥✉ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡q✉✐r❡s t❤❛t b1 = b2 = 0✱ dk = 0 ❛♥❞

dk′ > 0 ❢♦r k, k′ ∈ {1, 2}✱ k 6= k′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ d′k ∈ (0, 1] ❛♥❞

{θk}3k=0 s✉❝❤ t❤❛t s❡tt✐♥❣ b1 = b2 = 0 ❛♥❞ dk = 0 ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✳

c b1 d1 b2 d2 θ0 θ1 θ2 θ3

✶✴✹ ✶✳✼✸ ✵ ✵✳✸✼ ✶✳✼✼ ✵✳✵✻ ✵✳✺✼ ✶ ✶

✶✴✷ ✶ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✼✻ ✵ ✵✳✺✺ ✶ ✶

✸✴✹ ✵✳✻✷ ✵ ✵✳✵✽ ✶✳✽✷ ✵ ✵✳✺✸ ✶ ✶

✺✴✹ ✵✳✵✷ ✵ ✵✳✵✽ ✵✳✶✷ ✵ ✵✳✹✼ ✶ ✶

❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲s❡❧❧❡r t♦ ♦✛❡r ❛t ♠♦st t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✻✶
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