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❈r❡❞✐t♦r ❘✐❣❤ts✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❇♦rr♦✇❡r

❇❡❤❛✈✐♦r✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡✯

❏♦❤♥ ❍✳ ❇♦②❞✱❸ ❍❡♥❞r✐❦ ❍❛❦❡♥❡s✱❹ ❆♠❛♥❞❛ ❍❡✐t③➓

❖❝t♦❜❡r ✶✵✱ ✷✵✶✽

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✏❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts✑ ❛♥❞ ✏✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✑ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♦✈❡r ✶✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✐♥ ❊✉r♦♣❡✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✳ ❇♦t❤ t❤❡♦r② ❛♥❞

❡♠♣✐r✐❝s s❤♦✇ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r

✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ❧♦✇❡r ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡♦r② ❛♥❞

❡♠♣✐r✐❝s ✜♥❞ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ r♦❜✉st s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❖✉r

❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣♦♦r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❈r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳

❏❊▲✲❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ●✷✶✱ ●✷✽✱ ▲✶✺✳

✯❲❡ t❤❛♥❦ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t ✷✵✶✼ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t② ▼❡❡t✐♥❣ ✭❋■❘❙✱ ❍♦♥❣
❑♦♥❣✮✱ t❤❡ ✷✵✶✽ ❈❤✐♥❛ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❋✐♥❛♥❝❡ ✭❈■❈❋✱ ❚✐❛♥❥✐♥✮✱ ❙❋❇ ❚❘ ✷✷✹ ✐♥ ❖✛❡♥❜❛❝❤✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘❡❣❡♥s❜✉r❣✱ ❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑♦♥st❛♥③✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r
❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♣❛♣❡r t❤❛t ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t ❉❡P❛✉❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭❉r✐❡❤❛✉s✮✱
❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❇♦st♦♥✱ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❘✐❝❤♠♦♥❞✱ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r✲
♥♦rs✱ ❋❧♦r✐❞❛ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ P❡♣♣❡r❞✐♥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭●r❛③✐❛❞✐♦✮✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ●❡♦r❣✐❛ ✭❚❡rr②✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦❧♦r❛❞♦ ❛t ❇♦✉❧❞❡r ✭▲❡❡❞s✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍❛✇❛✐✐ ✭❙❤✐❞❧❡r✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛ ✭❈❛r❧s♦♥✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲✐s❝♦♥s✐♥ ❛t ▼✐❧✇❛✉❦❡❡ ✭▲✉❜❛r✮✱ ❛♥❞ ❚✉❧❛♥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭❋r❡❡♠❛♥✮✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ▲❛♠♦♥t ❇❧❛❝❦✱ P❤✐❧✐♣ ❇♦♥❞✱ ❘❡❜❡❧ ❈♦❧❡✱ ❏❡❛♥✲❊❞♦✉❛r❞ ❈♦❧❧✐❛r❞✱ ❏✳ ❆♥t❤♦♥② ❈♦♦❦s♦♥✱ ◆❛r❧②
❉✇❛r❦❛s✐♥❣✱ ❚❡❞ ❋❡❡✱ ▼✉rr❛② ❋r❛♥❦✱ ❏❛s♠✐♥ ●✐❞❡r✱ ▲✉❦❛s ❍❡♥❦❡❧ ✭❞✐s❝✉ss❛♥t✮✱ ❙❛r❛ ❍♦❧❧❛♥❞✱ ●❡r❤❛r❞ ■❧❧✐♥❣
✭❞✐s❝✉ss❛♥t✮✱ ❆❜✉ ❏❛❧❛❧✱ ❏♦♥❤♦ ❑✐♠✱ ❉❛✈✐❞ ▲❡s♠♦♥❞✱ ❘♦ss ▲❡✈✐♥❡✱ ❙✐❧✈✐♦ P❡tr✐❝♦♥✐ ✭❞✐s❝✉ss❛♥t✮✱ ❏♦❤♥ P♦❦♦✲
r♥②✱ ❨✉❡ ◗✐✱ ❊❞✇❛r❞ ❉✳ ❱❛♥ ❲❡s❡♣✱ ▲✐♥❣❧✐♥❣ ❲❛♥❣✱ ❏✉❧✐❡ ❲✉✱ ❈❡❧✐♠ ❨✐❧❞✐③❤❛♥✱ ❙t❡❢❛♥ ❩❡✉♠❡ ✭❞✐s❝✉ss❛♥t✮✱
❛♥❞ ❍♦♥❣❞❛ ❩❤♦♥❣✳ ❆♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ ♦✉r ♦✇♥ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳

❸❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❈❛r❧s♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✳ ✸✷✶ ✶✾t❤ ❆✈❡ ❙✳
▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s✱ ▼◆ ✺✺✹✺✺✱ ❡✲♠❛✐❧✿ ❜♦②❞①✵✵✷❅✉♠♥✳❡❞✉

❹❋✐♥❛♥❝❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ ❆❞❡♥❛✉❡r❛❧❧❡❡ ✷✹✲✹✷✱ ✺✸✶✶✸ ❇♦♥♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❡✲♠❛✐❧✿
❤❛❦❡♥❡s❅✉♥✐✲❜♦♥♥✳❞❡

➓❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❆✳❇✳ ❋r❡❡♠❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❚✉❧❛♥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ●♦❧❞r✐♥❣✴❲♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❍❛❧❧
■■ ✼ ▼❝❆❧✐st❡r ❉r✳ ◆❡✇ ❖r❧❡❛♥s✱ ▲❆ ✽✵✶✶✽✲✺✻✹✺ ♣❤♦♥❡✿ ✭✺✵✹✮ ✸✶✹✲✼✺✼✺ ❡✲♠❛✐❧✿ ❛❤❡✐t③❅t✉❧❛♥❡✳❡❞✉

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦rr♦✇❡rs

❛♥❞ ❧❡♥❞❡rs✳ ❲❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦rs ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❧♦ss❡s✱

t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ❝r❡❞✐t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❛♣✐t❛❧

t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♣r♦❥❡❝ts✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts ✐s ▲❛ P♦rt❛✱ ▲♦♣❡③✲❞❡ ❙✐❧❛♥❡s✱ ❙❤❧❡✐❢❡r✱ ❛♥❞ ❱✐s❤♥② ✭✶✾✾✽✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ▲▲❙❱✮✳ ▲▲❙❱

s❤♦✇ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡

❝♦✉♥tr② ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝♦❧♦♥✐③❡❞✳ ❉❥❛♥❦♦✈✱ ▼❝▲✐❡s❤✱ ❛♥❞ ❙❤❧❡✐❢❡r ✭✷✵✵✼✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❉▼❙✮

❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❝♦♥tr❛r②

t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❧❡❣❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛♣❡rs s✉❣❣❡st

t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝ ❧❛✇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱

❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t q✉✐❝❦❧② ❝❤❛♥❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱

✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❝❤❛r②❛✱ ❆♠✐❤✉❞✱

❛♥❞ ▲✐t♦✈ ✭✷✵✶✶✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❆❆▲✮✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✏♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳✑

■❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱

s✉❝❤ ❛s ❧❛r❣❡r ♣r♦♣❡♥s✐t② ❢♦r ❜❛♥❦s t♦ ❧❡♥❞ ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ ❛r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s

✇✐t❤♦✉t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡❄ ■❢ ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ st✐❝❦② ❛♥❞

✉♥❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐s t❤❡r❡ ❛ ✇❛② ❢♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ t♦ r❡❛❧✐③❡ s♦♠❡

♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣

t❤❡✐r ♦✇♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❧❛✇s❄ ❚❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❝❛♥

❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❧♦✇ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s

t❤❛t ❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤

♣♦♦r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❤❛s ❧❛r❣❡❧② ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✳✶

❆t t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧✱ ♠♦r❡ ♣r✐✈❛t❡ r❡❣✐str✐❡s ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❜✉r❡❛✉s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❆❞✲

✶❚❤✐s tr❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❉❡♣t❤ ♦❢ ❈r❡❞✐t ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ■♥❞❡① ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲♦r❧❞
❇❛♥❦✬s ❉♦✐♥❣ ❇✉s✐♥❡ss ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❤tt♣s✿✴✴❞❛t❛✳✇♦r❧❞❜❛♥❦✳♦r❣✴✐♥❞✐❝❛t♦r✴■❈✳❈❘❉✳■◆❋❖✳❳◗
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❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣r✐✈❛t❡ r❡❣✐str✐❡s ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❜✉r❡❛✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❜♦rr♦✇❡rs✱ ♠❛❦✐♥❣ ❧❡♥❞❡rs ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ❜♦rr♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s✳

❖✉r ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐rst✱ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ ❡s✲

♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s♠❛❧❧❡r✱ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳ ❚❤❡s❡ ✜r♠s ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✇❤♦❧❡s❛❧❡

❢✉♥❞✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❝r❡❞✐t ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❞❛t❛ t❤❛t

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✜r♠s ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥

❧♦❛♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❜❛♥❦s✳ ■t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♥✜r♠❡❞

❜② ♦✉r ❞❛t❛ ❛♥❞ r♦❜✉st t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❜r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r

❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r s❡❡♠✐♥❣❧② ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❇② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡

s❡t ♦❢ ✶✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛② ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ❛✛❡❝t ❜♦rr♦✇❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝② st❛t❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡

❣r♦✉♣ ♦❢ ❜♦rr♦✇❡rs t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧✐❛♥t ♦♥ ❜❛♥❦ ❧♦❛♥s ❛♥❞ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t

❜❛♥❦s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛♥ ✐♥ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r ❧❡♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥

❢❡✇❡r ❜❛❞ ❧♦❛♥s ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t

♠♦st❧② ❢♦r ❧♦❛♥s t❤❛t ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❤✐❣❤❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s

❛❧r❡❛❞② ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♠❛tt❡r ❧❡ss✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts

t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❣♦ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ②❡t

♦♥❡ ♠✐t✐❣❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✐♥❣ ❧♦❛♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❞❡❢❛✉❧t✐♥❣ ❧♦❛♥s✱ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤♦s❡ ♦♥ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡✱

❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ❡✛❡❝ts ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❥✉st ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣

❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ✇❤✐❝❤ ❜❛♥❦s s❝r❡❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ r❛t❡ t❤❛t ❜♦rr♦✇❡rs ❛r❡

✸



❝❤❛r❣❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜♦rr♦✇❡rs t❛❦❡ ♦♥ ❧❛r❣❡r ❧♦❛♥s✱ r❡❛❧✐③❡ ❧♦✇❡r ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❞❡✲

❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❡✛❡❝t ✐s ❜♦t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❛♥❦✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧♦❝❛❧ ✜r♠s t❡♥❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❝❛♣✐t❛❧

t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦s✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t ✇❤♦ ✐s ❛tt❡♠♣t✐♥❣

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦❛♥ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡

❢♦❝✉s ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❛♥❞ s✉❜s❡ts ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧

❜❛♥❦s✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞ ❜❛♥❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✶✳✶ ▼♦❞❡❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❜❛♥❦s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ s❡❛r❝❤✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦rr♦✇❡rs✳ ●♦♦❞ ❜♦rr♦✇❡rs ❝❛♥ ♣❛② ❜❛❝❦ t❤❡✐r ❧♦❛♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❜❛❞

❜♦rr♦✇❡rs ✇✐❧❧ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❇② ❡①❡rt✐♥❣ ❡✛♦rt✱ ❜❛♥❦s ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❛❞ ❜♦rr♦✇❡rs✳ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥

✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❇r♦❡❝❦❡r ✭✶✾✾✵✮✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❣❡t r✐❞ ♦❢

t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❣♦ t♦ ♦♥❡ ❜❛♥❦ t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ❛ ❧♦❛♥✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡✱ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t s✐③❡ ❧♦❛♥ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛♣♣❧②✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦

t❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡s ❤♦✇ t❤♦r♦✉❣❤❧② t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ✜r♠✳ ■❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❜❛♥❦

♦✛❡rs t❤❡ ❧♦❛♥✳ ■❢ r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✜r♠ ♠♦✈❡s ♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛♥❦ ❞♦❡s

♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s♦ t❤❡ ✜r♠ ✐s s❝r❡❡♥❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❇❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❜❛♥❦✬s s❝r❡❡♥✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✐s

♥♦✇ ❣r❛♥t❡❞ ❛ ❧♦❛♥✳ ■♥❤❡r❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦s✳ ■❢ ♦♥❡ ❜❛♥❦ s❝r❡❡♥s ♠♦r❡✱ ✐t ❧❡❛✈❡s ♠♦r❡ ❧❡♠♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛♥❦ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ s❝r❡❡♥ ♠♦r❡✱ ❛❣❛✐♥ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❛♥❦✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

✐❢ ❛ ❧♦❛♥ ❞❡❢❛✉❧ts✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ❝❛♥ st✐❧❧ ❣❡t ❛ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ str♦♥❣❡r✱ ❜❛♥❦s ❧♦s❡ ❧❡ss ♠♦♥❡② ♦♥ ❡❛❝❤

❧♦❛♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡♠ ❧❡ss ❞❡s✐r❡ t♦ s❝r❡❡♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜❛♥❦s ✇❛♥t t♦ ❛ttr❛❝t ❤✐❣❤❡r

✹



❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ttr❛❝t t❤❡s❡ ❧♦❛♥s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❡♥t✐❝❡

❜♦rr♦✇❡rs ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ ❧♦❛♥ r❛t❡s✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡s❡ ❧♦✇❡r ❧♦❛♥ r❛t❡s✱ ✜r♠s t❤❡♥ t❛❦❡ ♦✉t

❧❛r❣❡r ❧♦❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❉✉❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✱

t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t s✐③❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡t✉r♥ ♦♥ ❛ss❡ts✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦♥ ✜r♠ r✐s❦ ✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❜❛♥❦s ❛❧s♦ s❝r❡❡♥ ❧❡ss✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✳ ❋✐rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜❛♥❦s s❝r❡❡♥ ❧❡ss✱ ✜r♠ r✐s❦ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✱ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ r✐s❦②

✜r♠s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❣r❛♥t❡❞ ❧♦❛♥s✳ ■♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✭❧♦✇❡r ❧♦ss ❣✐✈❡♥

❞❡❢❛✉❧t✮ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ str♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❧❡❛❞ t♦ r❡❞✉❝❡❞ r✐s❦✳✷ ❆❧❧ ❡❧s❡ ❡q✉❛❧✱ ❜❛♥❦s

✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❧❡♥❞ t♦ ❧❡ss r✐s❦② ✜r♠s✱ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜r♠s ♠❛②

❛❧s♦ ❛❞❥✉st t❤❡ r✐s❦ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝ts✳ ❆s ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞

❞❡❢❛✉❧t ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ r✐s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❤❛✈❡ ♦♥ ✜r♠ r✐s❦✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡

♦t❤❡r ❜❛♥❦ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❛ ✜r♠ ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛s

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ✜r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞ ❧❡❛❦s ♦✉t ♦r ✐s r❡♣♦rt❡❞ ♦✈❡r

❜② ❛ ❝r❡❞✐t r❡❣✐str②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳

❋✐rst✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❧❡♠♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❛♥❦s ❝❤♦♦s❡ t♦ s❝r❡❡♥ ❧❡ss

❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❧♦✇❡r ❧♦❛♥ r❛t❡s✳ ❋✐r♠s ❜♦rr♦✇ ♠♦r❡✱ ❛♥❞ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❧♦❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜❛♥❦s ✇❛♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡②

❞♦ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡s✳ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs t❛❦❡ ❧❛r❣❡r ❧♦❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡r❛❣❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✱ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥

❛ss❡ts ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ r✐s❦✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❜♦rr♦✇❡rs ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥❞✐r❡❝t❧②✱ ❜❛♥❦s s❝r❡❡♥ ❧❡ss✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ❞♦♠✐♥❛t❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✲

✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❞ ❧♦❛♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❡❞✐t♦r

✷❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❜♦rr♦✇❡rs ❝❛♥♥♦t ❝❤♦♦s❡ r✐s❦ ❧✐❦❡ ✐♥ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❉❡ ◆✐❝♦❧ò ✭✷✵✵✺✮✳

✺



r✐❣❤ts ❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ ❜❛❞ ❧♦❛♥s✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐❢ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ❛❧r❡❛❞② str♦♥❣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡

s✉❜st✐t✉t❡s✿ ❢♦r ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❘❖❆✮ ❛♥❞ r✐s❦✳

✶✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts Pr❡✈✐❡✇

❖✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❡①❛♠✐♥❡s ♦✈❡r ✶✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❢r♦♠ ✷✵✵✻✲✷✵✶✹✱

✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ✷✵✶✺ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜② ❇✉r❡❛✉ ✈❛♥ ❉✐❥❦✳✸ ❚❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡

✐❞❡❛❧ s❡tt✐♥❣ t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤♦✉❣❤ ♦✉r

r❡s✉❧ts r♦❜✉st t♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ✜r♠s✳✹ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✜r♠s

❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❜❛♥❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❧♦❛♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❛♥❦✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡sts

t❤❛t s♠❛❧❧ ✜r♠s t❡♥❞ t♦ ❜♦rr♦✇ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❜♦t❤ ✜r♠ ❛♥❞ ❜❛♥❦ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡

s❛♠❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦st ❞✐r❡❝t❧②

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✜r♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✇✐t❤✐♥ ❆♠❛❞❡✉s✳

❲❡ ✜rst ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ ✜r♠

❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦r ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱

✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢

t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❢t❡r

❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡✐r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦♥ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❞r♦♣s

✹✺✪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞r♦♣s ❜② ✽✵✪✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✳

■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦♥ ✜r♠ ♣r♦✜t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ✜r♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s

❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♣❡rs✐sts ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t

❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r♦❜✉st t♦ ❛ r❡♠♦✈✐♥❣ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧✐❛♥t ♦♥ ❜❛♥❦

✸❚❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ✷✵✶✺ ❞❛t❛s❡t st❛rts ❛t t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✻ ❛♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✹✳ ❖♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❞❛t❛ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

✹P✉❜❧✐❝ ✜r♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ ✵✳✺✪ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ ❆♠❛❞❡✉s✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t ❛❧❧ t❡sts ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✜r♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✻



❧♦❛♥s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r

❧❛✇ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞✉str✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥

❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❝r❡❛t✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❜♦❞✐❡s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ❛t

t❤❡✐r ♣r❡❞❡st✐♥❡❞ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❝♦✉♥t❡r❛❝ts ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦

❛s❦ ✐s ✐❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❛♣♣❧✐❡s

t♦ t❤❡s❡ t✇♦ str❛♥❞s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❈r❡❞✐t♦r ❘✐❣❤ts ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡①❛♠✐♥❡s

t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❧❡♥❞❡rs ❛r❡

♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①t❡♥❞ ❝r❡❞✐t ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❢♦r❝❡ r❡♣❛②♠❡♥t✱ s❡✐③❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱

♦r ❡✈❡♥ r❡♠♦✈❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❚♦✇♥s❡♥❞ ✭✶✾✼✾✮❀ ❆❣❤✐♦♥ ❛♥❞ ❇♦❧t♦♥ ✭✶✾✾✷✮❀ ❍❛rt ❛♥❞ ▼♦♦r❡

✭✶✾✾✹✱ ✶✾✾✽✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ▲▲❙❱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ❞❛t❛s❡t✱✺ ✇❡r❡ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ ❛ ♣❛♥❡❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✶✷✾ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠

✶✾✼✽✲✷✵✵✹ ❜② ❉▼❙ ✷✵✵✼✳✻

❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❤♦❧❛rs✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧✱ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r r❛t✐♦ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t t♦ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❝r❡❞✐t ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❍❛s❡❧♠❛♥♥✱ P✐st♦r✱

❛♥❞ ❱✐❣ ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❜❛♥❦s r❡s♣♦♥❞ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❛❧

✺❚❤❡ ✐♥❞❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥s✐st ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ♥♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ st❛② ♦❢ ❛ss❡ts✱ s❡❝✉r❡❞
❝r❡❞✐t♦r ♣❛✐❞ ✜rst✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t r❡♠♦✈❛❧✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦rs ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r✳

✻❉▼❙ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦✉r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧②✳
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❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧❡♥❞✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛♥❦✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛✱ ❍♦✉st♦♥✱ ▲✐♥✱ ▲✐♥✱

❛♥❞ ▼❛ ✭✷✵✶✵✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❍▲▲▼✮✱ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❧❡❛❞ t♦ ❣r❡❛t❡r ❜❛♥❦

r✐s❦✲t❛❦✐♥❣✳ ❍▲▲▼✬s r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜❛♥❦✲❧❡✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

❜② ③✲s❝♦r❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❙②♥❞✐❝❛t❡❞

❧♦❛♥✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡❜t ✐s ❝❤❡❛♣❡r ✭◗✐❛♥ ❛♥❞ ❙tr❛❤❛♥✱ ✷✵✵✼❀ ❇❛❡ ❛♥❞ ●♦②❛❧✱

✷✵✵✾✮✳ ❍❡✐t③ ❛♥❞ ◆❛r❛②❛♥❛♠♦♦rt❤② ✭✷✵✶✼✮ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ str♦♥❣❡r✱

❜❛♥❦ ♥❡t ✐♥t❡r❡st ♠❛r❣✐♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s s❛❢❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r♦✜t✱ ❜❛♥❦s t❛❦❡ ♠♦r❡ r✐s❦ ✐♥ ♦t❤❡r ✈❡♥t✉r❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❍▲▲▼✬s r✐s❦ ✜♥❞✐♥❣✳ ❆❆▲ ❛♥❞ ❆❝❤❛r②❛✱ ❙✉♥❞❛r❛♠✱

❛♥❞ ❏♦❤♥ ✭✷✵✶✶✮ s❤♦✇ t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✱

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ✜r♠s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❧❡ss ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ♦♥ ❧❡ss r✐s❦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②

❢❡❛r ❜❡✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧✐q✉✐❞❛t❡❞ ❜② ❝r❡❞✐t♦rs✳

■t ♠❛② s❡❡♠ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r✐✈❛t❡

❝r❡❞✐t ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜❛♥❦ r✐s❦✲t❛❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❤❡❛♣❡r ❞❡❜t✱ ②❡t ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐s ✇❤❡r❡

t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝r❡❞✐t ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❣♦✐♥❣✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ✜❧❧ ✐♥

t❤✐s ♠✐ss✐♥❣ ❧✐♥❦ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t s♠❛❧❧ ♦r ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✱ t❤❡ ♦♥❡s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❢r♦♠

❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦s✱ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜♦rr♦✇ ♠♦r❡ ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ str♦♥❣❡r✱ ❛♥❞ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧

✜♥❞✐♥❣s ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①t❡♥❞s ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✜r♠✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❜♦rr♦✇ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡s

s✉❜s❡q✉❡♥t ✜r♠ r✐s❦✲t❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞

❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳ ◆✐♥✐✱ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❙✉✜ ✭✷✵✵✾✱ ✷✵✶✷✮ s❤♦✇ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❝❛♥ ♣❧❛② ❛♥

❛❝t✐✈❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ♦✉ts✐❞❡ ❞❡❢❛✉❧t✳ ■♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝

✜r♠s✱ ❆❆▲ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❧❡❛❞ t♦ ✜r♠s ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs✐❢②✐♥❣

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ ✜r♠✲r✐s❦✳ ❚❤❡✐r ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ♣✉❜❧✐❝

✜r♠s ✇✐❧❧ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ r✐s❦ ♦✉t ♦❢ ❢❡❛r ♦❢

✐♥❡✣❝✐❡♥t ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❆❆▲✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s s❤♦✇ t❤❛t

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✜r♠ ♣r♦✜t ❛♥❞ ✜r♠ r✐s❦✳
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■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❝r❡❞✐t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❜② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❜♦r✲

r♦✇❡rs t♦ ❡①❡rt ♠♦r❡ ❡✛♦rt ✐♥t♦ ♣r♦❥❡❝ts ✭P❛❞✐❧❧❛ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦✱ ✶✾✾✼❀ ❱❡r❝❛♠♠❡♥✱ ✶✾✾✺✮ ❛♥❞

♣❛② ❜❛❝❦ ❧♦❛♥s ✭❑❧❡✐♥✱ ✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r❡❞ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❆t t❤❡

❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧✱ ❉▼❙ s❤♦✇ t❤❛t ❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r r❛t✐♦

♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t t♦ ●❉P✳ ❇r♦✇♥✱ ❏❛♣♣❡❧❧✐✱ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦ ✭✷✵✵✾✮ s❤♦✇ t❤❛t ❛t t❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧✱

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❏❛♣♣❡❧❧✐ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ s❤♦✇ t❤❛t

❜❛♥❦s ❧❡♥❞ ♠♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛♥❞ t❛❦❡ ♦♥ ♠♦r❡ r✐s❦✱ t❤♦✉❣❤

❇r♦✇♥✱ ❏❛♣♣❡❧❧✐✱ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦ ✭✷✵✵✾✮ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥ ❧♦✇

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❍▲▲▼ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲s❤❛r✐♥❣ ♦✛s❡ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐s❦✲t❛❦✐♥❣ ❜❛♥❦s ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❣r❡❛t❡r ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ▲❛❡✈❡♥✱

▲❡✈✐♥❡✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❧♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✶✺✮ ✜♥❞ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t♦

r❡❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✱ ✐❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉r❡❛✉s ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡❞✳

✸ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t✇♦ ❞❛t❡s✱ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ❛♥❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✿ ✜r♠s✱

❛♥❞ ✭t✇♦✮ ❜❛♥❦s✳ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❡❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ❜✉t ♥♦ ❢✉♥❞s✳ ❇❛♥❦s

❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ ♣r♦❥❡❝ts ❜✉t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❢✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛

s❝r❡❡♥✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣r♦❥❡❝ts✳

❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✜r♠s ♦❢ ♠❛ss ✷✱ ❡❛❝❤ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❧t❤ A > 0✳

❊❛❝❤ ✜r♠ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✜r♠s✱ ❣♦♦❞ ✭❢r❛❝t✐♦♥ γ✮

❛♥❞ ❜❛❞ ✭❢r❛❝t✐♦♥ 1−γ✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝ts ♦❢ ❣♦♦❞ ✜r♠s r❡t✉r♥ s♦♠❡ Y (I) ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t

I✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t Y ′(I) < 0 ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✮ ❛♥❞ Y ′′(I) < 0✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

Y ′′′(I) < 0 ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝ts ♦❢ ❜❛❞ ✜r♠s r❡t✉r♥ ❛ ✜①❡❞ y < 1 ♣❡r ✉♥✐t ♦❢

✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡② ✇❛♥t t♦

✾



❝♦♥s✉♠❡ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❧❛t❡r ❞❛t❡ ✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❜❡❛r ❛ ✭s♠❛❧❧✮ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ❝♦st ♦❢ c

t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ❛ ❧♦❛♥ ❛t ❛ ❜❛♥❦✳

❇❛♥❦s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜❛♥❦s✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐t② s✐❞❡✱ ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❞❡♣♦s✐ts ❛t

r❛t❡ r ≥ 1 ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✮✳

❖♥ t❤❡ ❛ss❡t s✐❞❡✱ ❜❛♥❦s ❣r❛♥t ❧♦❛♥s✳ ■❢ ❛ ✜r♠ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❛ ❧♦❛♥✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ❛♥♥♦✉♥❝❡s ❛

❧♦❛♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ❝❤♦♦s❡s ❛ ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛♥❦

❝❛♥ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥t✳ ❙♣❡♥❞✐♥❣ ❛ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦st ♦❢ C(q)✱ ❛ ❜❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ✐s s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t C(q) ✐s t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ C ′(q) > 0✱

C ′′(q) > 0✱ C ′(0) s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥❞ C ′(1) ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ C ′(0) = 0 ❛♥❞ C ′(1) = ∞✳ ❆❧s♦✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

t❤❡ ❧♦❛♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❧❛r❣❡r ♣r♦❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❝♦st❧② t♦ s❝r❡❡♥✳

❙❝r❡❡♥✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ●♦♦❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ❛r❡ ♥❡✈❡r s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t✳ ❆❢t❡r s❝r❡❡♥✐♥❣✱

t❤❡ ❜❛♥❦ ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ❧♦❛♥ t♦ t❤❡ ✜r♠ ❛t t❤❡ ♣r❡✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❧♦❛♥ r❛t❡✳ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs t❤❡♥

❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧♦❛♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ t✉r♥ ❞♦✇♥ t❤❡ ❧♦❛♥ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❛♣♣❧② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❧♦❛♥ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❜❛♥❦✳

◆♦t❡ t❤❛t ❜❛♥❦s ❝❛♥ ♥❡✈❡r t❡❧❧ ❢♦r s✉r❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❧♦❛♥ ✐♥ ✐ts ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞✳ ❍❡♥❝❡✱

❛ ❜❛♥❦ ❦♥♦✇s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❧♦❛♥s ❛r❡ ❣♦♦❞ ✭t❤❡② ✇✐❧❧ r❡♣❛② ❛t t = 1✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛r❡ ❜❛❞

✭t❤❡② ✇✐❧❧ ❞❡❢❛✉❧t✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❡① ❛♥t❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❧♦❛♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② r✐s❦②✳ ❚❤❡

♠♦r❡ t❤❡ ❜❛♥❦ s❝r❡❡♥s✱ t❤❡ ❧❡ss r✐s❦② t❤❡② ❜❡❝♦♠❡✳

❈r❡❞✐t♦r ❘✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ❜❛❞ ✜r♠s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st ❛t ❞❛t❡ ✶✳ ❚❤❡

✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥s y I✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✈❡r s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❛② t❤❡ ❞❡❜t✱ s♦ ❜❛❞ ✜r♠s ❞❡❢❛✉❧t

✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s y I✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜❛♥❦r✉♣t❝② ❧❛✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇

t❤✐s ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❞❡r✲❜❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦rr♦✇❡r✲✜r♠✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❦ ❝❛♥ ❝❧❛✐♠ λ I ≤ y I✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ❦❡❡♣s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ (y − λ) I✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲♣❧❡❞❣❡❛❜❧❡ ❢♦r ❧❡❣❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ λ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ♣❡r ✉♥✐t
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♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♣t✉r❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦r✉♣t❝② r❡❣✐♠❡ ✭s❡❡

❍❛s❡❧♠❛♥♥✱ P✐st♦r✱ ❛♥❞ ❱✐❣✱ ✷✵✶✵✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ❦❡❡♣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ✭y − λ ♦r

❧❡ss✮✱ ✐t ❝❛rr✐❡s ♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ◆P❱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ λ ≤ y < 1 ≤ r✱ t❤❡ ♥❡t ♣r♦✜t λ− r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❢♦r t❤❡ ❜❛♥❦✳ ❍❡♥❝❡✱ λ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s

t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐t ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✳ ■❢ ✐t ✇❡r❡ ♥♦t✱ λ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞

❜② ❜❛♥❦s ❢♦r s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦r ❜② ✜r♠s t♦ s✐❣♥❛❧ t❤❡✐r t②♣❡✳ λ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛

♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❧❡❣❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♥♦t ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥tr❛❝t✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣✳ ❇❛♥❦s s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t r❡❥❡❝t❡❞ ✜r♠s✳ ▲❡t s ∈ [0; 1] ❜❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❜❛♥❦ ✐♥❢♦r♠s ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✇❤❡♥ ❛ ✜r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❋♦r s = 1✱

❜❛♥❦s ❢✉❧❧② s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❝r❡❞✐t

r❡❣✐str②✳ ❋♦r s = 0✱ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ❧❡t ♦✉t ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ s ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❇❛♥❦s ♠✉st r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭r❡❥❡❝t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t

r❡♣♦rt ❛♥②t❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − s✳✼ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ♠♦❞❡❧ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛s t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱

t❤❡ t✇♦ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❛♥❦r✉♣t❝② ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱

✐❢ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡

t✇♦ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ❛❧✇❛②s ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✇♦

♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣

t❤❡♠ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② str❡♥❣t❤❡♥ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ st✐❝❦ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡st

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡❧❢❛r❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✜r♠s✬ ❛♥❞ ❜❛♥❦s✬ ♣r♦✜ts✱ ♦✉r

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❡❧❢❛r❡✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

✉♥❞❡r ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ♣❛rt y − λ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✢♦✇ t♦ ❜❛♥❦s ✐s ❧♦st ♦r ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥

✼❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜❛♥❦s r❡♣♦rt ❣❛r❜❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t s ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❥✉st ❧❡❛❦s ♦✉t✳
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❝♦st✱ t❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✇❡❧❢❛r❡✲♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

❜♦t❤ ♣♦❧✐❝② ♠❡❛s✉r❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❡❧❢❛r❡✳

❚✐♠❡ ❙tr✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✶✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❜❛♥❦ t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛♥t✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇r♦❡❝❦❡r ✭✶✾✾✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❇r♦❡❝❦❡r✬s

♣❛♣❡r✱ ❜❛♥❦s ✜rst s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣❛t❤❡r ❛♥❞ t❤❡♥ s❡t ❧♦❛♥

r❛t❡s✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠✐①❡❞ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣② ❜② ❜❛♥❦s✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱

✜r♠s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛♣♣❧② ❛t ❜❛♥❦s✳ ❖✉r r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜❛♥❦s ✜rst s❡t t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✜r♠ ❝❤♦♦s❡s

t❤❡ ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ■❢ t❤❡ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡ ✇❡r❡ r❡✈❡rs❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠s ❤❛❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧♦❛♥

✈♦❧✉♠❡ ✜rst✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ❝♦✉❧❞ ❛❞❥✉st t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜r♠✬s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t

❜✐♥❞s✳ ❚❤❛t ✇❛②✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ✇♦✉❧❞ ❞r✐✈❡ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts ❞♦✇♥ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ ✇♦✉❧❞

♦♥❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦t t❤❡ ❜❛♥❦✬s✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❡♥t❛✐❧s

♣♦s✐t✐✈❡ r❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤ ✜r♠s ❛♥❞ ❜❛♥❦s✳

❉❛t❡ ✵ ❈r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts λ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s ❛r❡ ✜①❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②✳

◆❛t✉r❡ ❞r❛✇s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜r♠s✳

❉❛t❡ ✶ ❊❛❝❤ ✜r♠ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❛ ❧♦❛♥ ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❦s✳

❚❤❛t ❜❛♥❦ ❛♥♥♦✉♥❝❡s ❛ ❧♦❛♥ r❛t❡✳

❚❤❡ ✜r♠ ❛♥♥♦✉♥❝❡s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❛♥ s✐③❡✳

❚❤❛t ❜❛♥❦ ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ ✐ts s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❯♣♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ♦✛❡rs t❤❡ ✜r♠ ❛ ❧♦❛♥✳ ❆❢t❡r ❛

♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❜❛♥❦ r❡❥❡❝ts t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞ r❡♣♦rts t❤✐s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦✳ ❚❤❡ ✜r♠ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦✳

❊♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✇✐t❤ ❛ ❧♦❛♥ ♦✛❡r ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ I ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝ts
❛♥❞ ✐♥✈❡st✳

❉❛t❡ ✷ ■❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❣♦♦❞✱ ✐t r❡t✉r♥s Y (I) I✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠ ♣❛ss❡s ♦♥ R (I −A)
t♦ t❤❡ ❜❛♥❦✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❜❛❞✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡t✉r♥s y I✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠

♣❛ss❡s ♦♥ λ I t♦ t❤❡ ❜❛♥❦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚✐♠❡ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙tr✉❝t✉r❡

✶✷



✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛♥ r❛t❡✱ ❣♦♦❞ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡

t❤❡ ❧♦❛♥ s✐③❡ t❤❛t s✉✐ts t❤❡♠ ♠♦st✳ ❇❛❞ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♣✐❝❦ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❛♥ s✐③❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ♥♦t r❡✈❡❛❧ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛s ❜❛❞ t②♣❡s✳ ❆ ❣♦♦❞ ✜r♠✬s ♣r♦✜t ✐s

ΠG = I Y (I)−R (I − A). ✭✶✮

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ♥❡t ♦❢ r❡♣❛②♠❡♥t ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st ❢♦r

❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✐③❡ ♦❢ I ≥ A✳ ❚❤❡ ❧♦❛♥ s✐③❡ ✐s t❤❡♥ I − A ≥ 0✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

∂ΠG

∂I
= Y (I) + I Y ′(I)−R = 0. ✭✷✮

❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ I∗✳ ❙♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦❛♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭♦❢

❝♦✉rs❡✮ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡✳

▲❡♠♠❛ ✶ I ′(R) < 0 ❛♥❞ I ′′(R) < 0✳

■❢ ❛ ✜r♠ ❣❡ts ❛♥ ♦✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❜❛♥❦✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t t✉r♥ ✐t ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s

t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜♦t❤ ❜❛♥❦s ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❛♥ r❛t❡s✳ ❇② t✉r♥✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ❧♦❛♥✱ ❛ ✜r♠

✇♦✉❧❞ ❞♦✉❜❧❡ ❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇✐t❤♦✉t r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜t✳

◆♦✇✱ ❧❡t✬s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst

♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❦s✳ ■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✭✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ✶✮ ❛♣♣❧② ✜rst

❛t ❜❛♥❦ ✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❛♣♣❧✐❡s ✜rst ❛t ❜❛♥❦ ✷✳ ❋✐rst✱ ❢♦❝✉s ♦♥ ❜❛♥❦ ✷✳ ❇❛♥❦ ✷ ❛❝❝❡♣ts

❛❧❧ ❣♦♦❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✭❢r❛❝t✐♦♥ γ✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✭❢r❛❝t✐♦♥ 1 − γ✮ t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦t

s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t ✭❢r❛❝t✐♦♥ 1 − q2✮✳ ❇❛♥❦ ✷ s❝r❡❡♥s ♦✉t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ q2 ❛♥❞ r❡♣♦rts t❤♦s❡ ✜r♠s t♦

❜❛♥❦ ✶ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s ✭♦r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ s✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts

❛t ❜❛♥❦ ✶ ✐s

1 + (1− γ) q2 (1− s). ✭✸✮

✶✸



■❢ ❜❛♥❦ ✶ s❝r❡❡♥s t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② q1✱ ❛♥❞ C(q1) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❛♥

s✐③❡ I − A✱ C(q1) = (I − A) c(q1) ♣❡r ❧♦❛♥✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡

(

1 + (1− γ) q2 (1− s)
)

(I − A) c(q1). ✭✹✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✇✐t❤ ❜❛❞ ♣r♦❥❡❝ts ✐s (1 − γ) + (1 − γ) q2 (1 − s)✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡s❡

♣r♦❥❡❝ts ✐s λ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ ❝♦st ✐s r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞ ✜r♠s ✐s γ ✇✐t❤ ❛ r❡t✉r♥ ♦❢ R1✳

■♥ s✉♠✱ ❜❛♥❦ ✶✬s ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

Π1 =
(

γ (R1 − r) + (1− q1) [(1− γ) + (1− γ) q2 (1− s)] (λ− r)
)

(I − A)

−
(

1 + (1− γ) q2 (1− s)
)

(I − A) c(q1). ✭✺✮

❋r♦♠ t❤✐s ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❦s✬ ❞❡❝✐s✐♦♥

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ q1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛♥

r❛t❡✱ R1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❛♥❦ ✶ ❛r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✱ ❛s ❛r❡ q2 ❛♥❞ R2 s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢♦r ❜❛♥❦ ✷✳

■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ q1 = q2 = q ❛♥❞ R1 = R2 = R✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② t✇♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst

♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q∗ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧♦❛♥ r❛t❡ R∗✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

t❡❝❤♥♦❧♦❣② s♦rts ♦✉t ❜❛❞ ✜r♠s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❛❞ ✜r♠s ❢❛✐❧ ❛♥❞ ♥❡✈❡r ♣❛② ✐♥t❡r❡st✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ R∗ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② q∗✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧

s❡❡ ❜❡❧♦✇✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q1 ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t

t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❦s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✭q1 = q2 = q✮✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

−[(1− γ) + (1− γ) q (1− s)] (λ− r)−
(

1 + (1− γ) q (1− s)
)

c′(q) = 0. ✭✻✮

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r q∗✱

c′(q∗) =
1 + q∗ (1− s) (1− γ)− γ

1 + q∗ (1− s) (1− γ)
(r − λ). ✭✼✮

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s q∗ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r q∗✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② c(q)✱

✶✹



r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦✇✱ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ R1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

❛ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂Π1/∂R1 = 0✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ q1 = q2 = q∗ ❛♥❞

R1 = R2 = R∗✳ ❙♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛ s❤♦✇s t❤❛t R∗ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

γ (I(R∗)− A) + γ (R∗ − r) I ′(R∗)− (1− q∗) (1 + q∗ (1− s))(1− γ) (r − λ) I ′(R∗)

− (1 + q∗ (1− s)(1− γ)) c(q∗) I ′(R∗) = 0. ✭✽✮

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ R∗✱ s♦ ✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡s q∗✳ ❚❤❛t s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ✭✽✮✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥

✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡s R∗✳

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s✳ ❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ♦✉r ♠❛✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

✐♥t❡♥s✐t② q∗ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ R∗✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣r♦♠✐♥❡♥t❧② ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts λ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣♦ ♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❢♦r

♠❡❛s✉r❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ❧❡✈❡r❛❣❡✱ r❡t✉r♥ ♦♥ ❛ss❡ts✱ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r✐s❦✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡

t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✷
dq∗

dλ
< 0✱

dq∗

ds
< 0✱ ❛♥❞

d2q∗

dλ ds
> 0✳

❆❧❧ t❤r❡❡ ♣❛rts ❛r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❙tr♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❝✉t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ❢♦r

t❤❡ ❜❛♥❦✱ s♦ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❧❡ss r❡❧✉❝t❛♥t ✇❤❡♥ s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢ ❜❛♥❦s✬ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■❢

♦♥❡ ❜❛♥❦ s❝r❡❡♥s ♠♦r❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦ ❣❡ts ❢❡✇❡r ❧❡♠♦♥s✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝❡♥t✐✈✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❦ t♦

s❝r❡❡♥ ❧❡ss✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❜❛♥❦✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s❝r❡❡♥

❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ✐s r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳ ■❢ ♦♥❡ ❜❛♥❦ ❤❛s ❧❡ss

♦❢ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ s❝r❡❡♥✱ t❤✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❚❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts λ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② q

❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧♦❛♥ r❛t❡ R∗✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇

✶✺



▲❡♠♠❛ ✸
dR∗

dλ
< 0✱

dR∗

ds
< 0✱ ❛♥❞

d2R∗

dλ ds
> 0✳

❆❣❛✐♥✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❛rts ❛r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❙tr♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ❜❛♥❦ ❧♦ss❡s ❢r♦♠

❜❛❞ ❜♦rr♦✇❡rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❜❛♥❦s ♥❡❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡✐r ❧♦❛♥ r❛t❡s✳ ❚❤✐s

❡✛❡❝t ✐s r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❦s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❢❡✇❡r ❜❛❞ ❧♦❛♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡②

♠✉st ❧♦✇❡r t❤❡✐r ❧♦❛♥ r❛t❡s✳ ❚❤✐r❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❜❛❞ ❧♦❛♥s

✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ ❜❛❞ ❧♦❛♥s✱ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

str♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐s ✇❡❛❦❡r✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤♦✇ ✜r♠s ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ■❢

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ str♦♥❣❡r✱ ❛ ❜❛♥❦ ❧♦s❡s ❧❡ss ♦♥ ❜❛❞ ❧♦❛♥s✱ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦

♣r❡❢❡rs t♦ ❛ttr❛❝t ❛ ❧❛r❣❡r✲s✐③❡ ❧♦❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ ♠✉st ❞r♦♣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

❛❧s♦ ❣❡t dI/dλ > 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞❡❜t ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r ❡q✉✐t② ✈♦❧✉♠❡✱

✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠♣❧② (I−A)/A✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ str♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♠❛❦❡ ❧❡✈❡r❛❣❡

✐♥❝r❡❛s❡✳

■❢ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ❢❡✇❡r ❧♦❛♥s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ✇❛♥ts t♦ ❣r❛♥t ❧❛r❣❡r ❧♦❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❧♦❛♥

r❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ❛❜♦✈❡✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜❛❝❦❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✐s t❤✉s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❲✐t❤ ▲❡✈ := (I − A)/A✱ ✇❡ ❤❛✈❡
d▲❡✈

dλ
> 0✱

d▲❡✈

ds
> 0✱ ❛♥❞

d2▲❡✈

dλ ds
< 0✳

◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜r♠s✬ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❘❖❆✮✱ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② Y (I)✱ t❤❡ r❡t✉r♥ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢

✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡✳ ■❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♠♣r♦✈❡✱ t❤❡

❧♦❛♥ r❛t❡ ❞r♦♣s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✜r♠s ❞❡♠❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜r♠✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❋✐r♠ ▲❡✈❡r❛❣❡ (I −A)/A
❋♦r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s Y (I) = 2 − I/3 s✉❝❤ t❤❛t I∗ = 3✱ t❤❡♥ c(q) = − ln(1 − q)/20✱
A = 1/2✱ γ = 2/3✱ ❛♥❞ r = 1✳ ❏✉st ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r λ = 0.2 ❛♥❞ s = 0.5 t❤✐s ②✐❡❧❞s q∗ ≈ 0.85✱ R ≈ 1.46✱
I ≈ 0.81 ❛♥❞ ❛ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♦❢ ▲❡✈≈ 0.63✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♣r♦❥❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ❧♦ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✭♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❛r❣✉✲

♠❡♥t ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥✜r♠❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✐s t❤✉s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❲✐t❤ ❘❖❆ = Y (I)✱ ✇❡ ❤❛✈❡
d❘❖❆

dλ
< 0 ❛♥❞

d❘❖❆

ds
< 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s

❛ λ̄ ∈ [0, y] s✉❝❤ t❤❛t
d2❘❖❆

dλ ds
> 0 ❢♦r ❛❧❧ λ > λ̄✳✽

❘✐s❦✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ r✐s❦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❝r❡❛s❡✱

t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ✭▲●❉✮ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✭P❉✮ ✐♥❝r❡❛s❡s

❜❡❝❛✉s❡ ❜❛♥❦s s❝r❡❡♥ ❧❡ss✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r✐s❦ ❛s P❉ × ▲●❉✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t

r✐s❦ = P❉× ▲●❉ =
(1− q) (1 + q (1− s)) (1− γ)

γ + (1− q) (1 + q (1− s)) (1− γ)
× (1− λ). ✭✾✮

✽■♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t λ̄ = 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ✐t
s❡❡♠s t♦ ❤♦❧❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✳

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋✐r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❘❖❆✮ Y (I)
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r λ = 0.2 ❛♥❞ s = 0.5✱ ✇❡ ❣❡t
❘❖❆ ≈ 1.73✳

❚❤✐s t✐♠❡✱ ❧❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❡❛s✐❡r ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ s ♦♥ r✐s❦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ▲●❉✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦❝✉s ♦♥

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ P❉✳ ❲❡ ❤❛✈❡

dP❉

ds
=

∂P❉

∂s
+

dq

ds
·
∂P❉

∂q
, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷ t❤❛t dq/ds < 0✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ♠❡❛♥s ❧❡ss s❝r❡❡♥✲

✐♥❣✳ ◆♦✇✱

∂P❉

∂s
= −

q (1− q) γ (1− γ)
(

γ + (1− q) (1 + q (1− s)) (1− γ)
)2

< 0 ❛♥❞

∂P❉

∂q
= −

(2 q (1− s) + s) γ (1− γ)
(

γ + (1− q) (1 + q (1− s)) (1− γ)
)2

< 0. ✭✶✶✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❢❡✇❡r ❜❛❞ ✜r♠s ❛♣♣❧②✐♥❣

❢♦r ❧♦❛♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❣❡ts ❧❛①❡r✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst ✭❞✐r❡❝t✮ ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ■❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ q(s) ❤❛s ❛ ❥✉♠♣ s♦♠❡✇❤❡r❡✱ t❤❡♥ dq/ds ≈ −∞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭✐♥❞✐r❡❝t✮ ❡✛❡❝t

✶✽



❞♦♠✐♥❛t❡s✳

◆♦✇✱ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d r✐s❦

dλ
=

dP❉

dλ
· ▲●❉+ P❉ ·

d▲●❉

dλ

=
dq

dλ
·
∂P❉

∂q
· ▲●❉− P❉ ✭✶✷✮

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t dq/dλ < 0✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ r✐❣❤t ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ∂P❉/∂q < 0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ▲●❉ ❛♥❞ P❉✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦♥

❛❣❣r❡❣❛t❡ r✐s❦ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ♦♥ r✐s❦ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ■♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡✿ d2r✐s❦/dλds > 0✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❋✐r♠ ❘✐s❦
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r λ = 0.2 ❛♥❞ s = 0.5✱ ✇❡ ❣❡t
▲●❉ = 1− λ = 0.8✱ P❉ ≈ 0.096 ❛♥❞ t❤✉s r✐s❦ ❂ ▲●❉ × P❉ ≈ 0.077✳

❋✐r♠ ❘✐s❦ ❈❤♦✐❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❞♦ ♥♦t

✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✜r♠✬s r✐s❦ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ✐❢ ❛ ✜r♠ ❦♥♦✇s t❤❛t ❤❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ ❧❡ss ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t✱

❤❡ ✇✐❧❧ ♦❢ ❝♦✉rs❡ tr② t♦ ❛✈♦✐❞ ✐t ✭◆✐♥✐✱ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❙✉✜✱ ✷✵✵✾✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❡✛❡❝t✱

✶✾



❧❡t ✉s ♠♦❞✐❢② ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✜r♠✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧♦❛♥✱ ❝❛♥

t❛❦❡ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ B✱ ❛t t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ t✉r♥✐♥❣ ❤✐s ❣♦♦❞ ❛ss❡t ✐♥t♦ ❛ r✐s❦② ❛ss❡t t❤❛t

❞❡❢❛✉❧ts ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② τ ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❤✐s ❛ss❡t✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ P❉✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✾✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s

t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t t♦ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ❧✐♥❡✳

❚❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ❤❛s t✇♦ ❣♦❛❧s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱

s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ③✲s❝♦r❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r✐s❦✱ ✇❤✐❝❤

❛r❣✉❛❜❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜r♠ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ P❉ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

❚❤❡ ✜r♠ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ r✐s❦ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡✳ ▼♦st ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ❝♦✉❧❞

❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ s❤❛♣❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✬s r✐s❦ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t st❛❣❡✳ ❚♦ ✜① ✐❞❡❛s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛ ❣♦♦❞ ✜r♠ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ B✱ ✇❤✐❝❤ r❛✐s❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡

❛ss❡t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ τ ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

r✐s❦ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡t✉r♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛ss❡t✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ✜r♠

✇✐❧❧ t❤❡♥ t❛❦❡ r✐s❦ ✐❢

ΠG < (1− τ) ΠG + τ (r − λ) + B ⇐⇒ ∆Π ≡ ΠG − (r − λ) <
B

τ
. ✭✶✸✮

◆♦✇✱

dΠG

dλ
=

∂ΠG

R
·
∂R

∂λ
= −(I − A) ·

∂R

∂λ

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s♦

t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ (r−λ) ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ λ✱ s♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ λ✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱

d2ΠG

dλds
=

∂ΠG

R
·
∂R

∂λ
= −(I − A) ·

∂R

∂λ

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t d∆Π/dλ > 0 ❛♥❞

d∆Π/ds > 0✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ d2∆Π/dλds < 0✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t str♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♠❛❦❡

✷✵



t❤❡ ✜r♠ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ t❛❦❡ r✐s❦✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳

❚❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜r♠ r✐s❦ ❝❤♦✐❝❡✱

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡

st❛t✐❝s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭❛♥❞ t❤✉s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❜♦✉t ✜r♠

r✐s❦✲t❛❦✐♥❣ t❤❛t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❜❛♥❦ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ t②♣❡ ✐s ♥♦t ✜①❡❞ r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

■♥st❡❛❞✱ ❜② s♣❡♥❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ❡✛♦rt ❛t ❞❛t❡ t = 0✱ ✜r♠s ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ♣r♦❥❡❝t✳ ▲❡t ✉s ✜① ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♣❡♥❞✐♥❣ B̄ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ t②♣❡s ❢r♦♠ γ t♦ γ + τ̄ ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✶✸✮✳

❋✐r♠s ✇✐❧❧ s♣❡♥❞ t❤❡ ❡①tr❛ ❡✛♦rt ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ΠG − (r − λ) ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡✳

❲❡❧❢❛r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦✈❡r❡♠♣❤❛✲

s✐③❡ ❛♥② ✇❡❧❢❛r❡ r❡s✉❧t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♣r♦✜ts ♦❢ ✜r♠s ✭❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞✮ ❛♥❞ ❜❛♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✭❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞✮ ♣r♦❥❡❝ts✬ ◆P❱s

♥❡t ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ✐s ✷✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❣♦♦❞ ✜r♠s ❛r❡ ♥♦t r❡✲

❥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ◆P❱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❣♦♦❞ ✜r♠s ✐s 2 γ
(

Y (I∗)− r
)

I∗✳ ❋✐rst✱ ❧❡t✬s ❡①❛♠✐♥❡

❜❛❞ ✜r♠s ✇❤♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ❧♦❛♥s ❛t t❤❡ ✜rst ❜❛♥❦✳ ❚❤❡s❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss ♦❢ 1−γ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡

❛ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ◆P❱ ♦r (y− r) I✳ ❊❛❝❤ ✜r♠ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❜❛♥❦ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q∗✱ s♦

1− q∗ ❣❡t ❛ ❧♦❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❜❛♥❦✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❛♥❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛♥❦ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✳ ❍❡♥❝❡✱ q∗ (1 − s) ❛♣♣❧② ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛♥❦✱ ✇❤❡r❡

t❤❡② ❣❡t ❛ ❧♦❛♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− q∗✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ (1− q) (1 + q (1− s)) ❣❡ts

❛ ❧♦❛♥✳ ❚❤✐s ♠✉st ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ 2 (1− γ) t✐♠❡s t❤❡ ◆P❱✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts ♦❢ ❜❛♥❦s✱ ❛❧s♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✷✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

W = 2 γ
(

Y (I∗)− r
)

I + 2 (1− γ) (1− q∗)2 (y − r) I∗ − 2
(

1 + (1− γ) q∗ (1− s)
)

(I∗ − A) c(q∗).

◆♦✇✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐❢ ❡✐t❤❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✐rst✱ st❛rt ✇✐t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts λ✳ ❙✐♥❝❡ λ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

✷✶



❛♥② ❡✛❡❝t ♠✉st ❜❡ ✐♥❞✐r❡❝t✳ ❚❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦

t❤❡ ♦♥❧② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✐③❡ I∗ ❛♥❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② q∗✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦s✬

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛s t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ❜❛❞ ✜r♠s ❣❡t y − λ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢

❞❡❢❛✉❧t✳ ❲✐t❤ ♠♦r❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❜❛❞ ✜r♠s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t②

♦♥ t❤✐s ❣r♦✉♣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ ❛ ❜❛♥❦ s❝r❡❡♥s ♦✉t ❛ ❜❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥t✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞

t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❛♥❦ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✳ ■❢ s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ❢r♦♠

s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡✈❡❧ q∗ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ♦r t♦♦ ❧♦✇

❢r♦♠ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ t♦♦ ❧♦✇ ✐❢ s ≈ 0✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ✐❢ λ ≈ y✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛t s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts✳

❚❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ I∗✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛❧✇❛②s t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞

♠❛①✐♠✐③❡ I (Y (I)−r)✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ✜r♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛①✐♠✐③❡s I Y (I)−R (I−A) ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

I (Y (I)−R)✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❤✐❣❤❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ❧♦❛♥ r❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

✐♥✈❡st♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ I✱ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s ❤❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐r❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❋✐rst✱ tr❡❛t✐♥❣ I ❛♥❞

q ❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❜❛❞ ✜r♠s✱ ❛♥❞ ✐t r❡❞✉❝❡s s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦s✬ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡

✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ ❢♦r ✇❡❧❢❛r❡✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ tr✐❡s t♦ ❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ②❡t ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s

t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❡st✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t tr② t♦ ❜❡ ❛s r❡❛❧✐st✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✐♠❡

str✉❝t✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜❛♥❦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❦❡❡♣s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❜❛♥❦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ●❡❤r✐❣ ❛♥❞ ❙t❡♥❜❛❝❦❛

✭✷✵✵✼✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥t✐✲❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❲✐t❤♦✉t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ❜❛♥❦s ❜✐❞ ❛❣❣r❡ss✐✈❡❧② t♦ s❤✐❢t t❤❡ ❧❡♠♦♥s ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤❡♠s❡❧✈❡s

t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ❲✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ t❤✐s r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣

❞✐s❛♣♣❡❛rs✳

✷✷



■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✜r♠s✱ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜②

s♣❡♥❞✐♥❣ C(q)✱ ❛ ❜❛♥❦ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❛ ❜❛❞ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛r❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✭✜r♠s t❤❛t ❛r❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❣♦♦❞✱ t❤❛t ✐s✱ ♥♦t ❜❛❞✱ ❜✉t ✇❤♦ ❛r❡ ✐♥

❢❛❝t ❜❛❞✮✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✭♥♦ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❜❛❞ ❜✉t ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t

❣♦♦❞✮✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞✱ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♥❞

❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛s t❤❡ ❜❛♥❦ s♣❡♥❞s ♠♦r❡

♦♥ s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖❢

❝♦✉rs❡✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜r♠s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❖♥❧✐♥❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✉♥❞❡r ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳✷✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✜r♠ ❤❛s ❛ss❡tsA✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ❧✐q✉✐❞ s♦ ❤❡ ❝❛♥ ✐♥✈❡st t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r♦❧❡ ❢♦r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱ ❧❡t

✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ A✱ t❤❡ ✜r♠ ♦✇♥s ❛ss❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡ B✳ ❚❤❡s❡ ❛ss❡ts

❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❧❧✐q✉✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❧② β B✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t β ✐s

r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✜r♠ t♦ ❧✐q✉✐❞❛t❡ t❤❡ ❛ss❡t r✐❣❤t ❛✇❛②✳ ▲❡t

✉s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t B ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❣♦♦❞ ✜r♠s ❝♦✉❧❞ s✐❣♥❛❧ t❤❡✐r tr✉❡ t②♣❡

❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥

t❤❛t ❝❛s❡✱ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s♦❧❡t❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳✶✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❜❛♥❦s ♠✉st s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✳ ❖♥❡

❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❜❛♥❦ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✱ s♦ ❡① ❛♥t❡✱ ❜❛♥❦s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❥♦✐♥ ✐♥t♦

❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ t✐♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ❜❛♥❦

r❡❥❡❝ts ❛ ✜r♠✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤✐s ✜r♠ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ♦✇♥ ♣r♦✜ts

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❡t❤❡r ✐t ♣❛ss❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♦r ♥♦t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✇❡r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ♣❛rt ♦❢ ♦♥❡ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❤❛s ❧♦✇❡r ♣r♦✜ts ❢♦r ❜❛♥❦s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ❛♥② s❤❛r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ s♦

✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♥✉♠❜❡r s✳ ■♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜❛♥❦s ❝❤♦♦s❡ s ❡① ❛♥t❡✱ ❛t ❛ ❝♦st✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜r♠ r✐s❦✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② P❉ t✐♠❡s ▲●❉✱ ❜✉t ♥♦t ❜❛♥❦

✷✸



r✐s❦✳ ❇❛♥❦ r✐s❦ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❛♥s

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆s ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t r✐s❦ ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t

❝❛♥ t❛❦❡ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❛♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✜r♠ r✐s❦ ❛✛❡❝ts ❜❛♥❦ r✐s❦ ♠♦r❡ ✐❢

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠s ✐s ❤✐❣❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠

❞❡❢❛✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦♥ r✐s❦ ❢❛❝t♦r ❜✉t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥

❱❛s✐❝❡❦ ✭✷✵✵✷✮ ♦r ▼❛rt✐♥❡③✲▼✐❡r❛ ❛♥❞ ❘❡♣✉❧❧♦ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡♥

F (x) = Φ

(√
1− ρΦ−1(x)− Φ−1(P❉)

√
ρ

)

,

✇❤❡r❡ ρ ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❛♥ ❞❡❢❛✉❧ts✱ P❉ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❛♥✱ x ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ Φ

✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ F ✐s ✐ts ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥

∂F/∂p < 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ❧♦✇❡r P❉ ♦❢ ✜r♠s p ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝

❞♦♠✐♥❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✱ ✐✳ ❡✳✱ ❝r❡❞✐t r✐s❦✳ ❇♦t❤ ▲●❉ ❛♥❞

❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ρ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ρ✱

❤✐❣❤❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ r✐s❦✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❛♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❜❛♥❦

r✐s❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❢r♦♠ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ♣❧✉s ♦t❤❡r r✐s❦ s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛r❦❡t r✐s❦ ♦r

♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ r✐s❦✳ ■❢ ❝r❡❞✐t r✐s❦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ♠❛② r❡❞✉❝❡ r✐s❦ ✐♥ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ♠❛② ❡✈❡♥ ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❆❧❧

✐♥ ❛❧❧✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❜❛♥❦ r✐s❦✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❍♦✉st♦♥✱ ▲✐♥✱ ▲✐♥✱ ❛♥❞ ▼❛ ✭✷✵✶✵✮✳

❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ♦✉r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❈r❡❞✐t♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥
r✐❣❤ts λ s❤❛r✐♥❣ s λ× s

▲❡✈❡r❛❣❡ ✰ ✭s❡❡ Pr♦♣✳ ✶✮ ✰ ✭s❡❡ Pr♦♣✳ ✶✮ − ✭s❡❡ Pr♦♣✳ ✶✮

❘❖❆ − ✭s❡❡ Pr♦♣✳ ✷✮ − ✭s❡❡ Pr♦♣✳ ✷✮ ✰ ✭s❡❡ Pr♦♣✳ ✷✮

❇❛♥❦ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r✐s❦ − ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ − ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✰
❋✐r♠ r✐s❦ ❝❤♦✐❝❡ − ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ − ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✰ ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s

✷✹



✺ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❱❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ■♥t❡r❡st

❈r❡❞✐t♦r ❘✐❣❤ts ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

✐♥❞❡① ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▲▲❙❱✱ ❜✉t ✐t ✇❛s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✼✽✲✷✵✵✸ ❜②

❉▼❙✳ ❚❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① t❛❦❡s ♦♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✹ ✇❤❡r❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡

♠♦r❡ ❝r❡❞✐t♦r ❢r✐❡♥❞❧② ❜❛♥❦r✉♣t❝② ❝♦❞❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ r✐❣❤ts ❝r❡❞✐t♦rs ❤❛✈❡✱

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡✳ ❉▼❙ ✜♥❞ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ✈❡r② st✐❝❦②

♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ▲▲❙❱ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦st

r❡❝❡♥t ✷✵✵✸ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❢r♦♠ ❉▼❙✳✾

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ✐sReorg✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r

r❡str✐❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝r❡❞✐t♦r ❝♦♥s❡♥t✱ ❡①✐st ✇❤❡♥ ❛ ❜♦rr♦✇❡r ✜❧❡s ❢♦r r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①✱ NoAutostay✱ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s❡❝✉r❡❞ ❝r❡❞✐t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦

s❡✐③❡ t❤❡✐r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ♦♥❝❡ ❛ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦✈❡❞ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦✉rts ✐♠♣♦s❡

❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ st❛② ♦❢ ❛ss❡ts✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝ st❛② ♦❢ ❛ss❡ts ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ s❡❝✉r❡❞

❝r❡❞✐t♦rs ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡✐③❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ NoAutostay ✐s ✶✳ ■❢ t❤❡ s❡❝✉r❡❞

❝r❡❞✐t♦r ✐s ♣❛✐❞ ✜rst ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ♦❢ ❧✐q✉✐❞❛t✐♥❣ ❛ ❜❛♥❦r✉♣t ✜r♠✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Secured

✐s ✶✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①✱ Manages✱ t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐❢ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s

r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝② ❛♥❞ ❛♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t♦r ✐s ❛♣♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉rts t♦

r✉♥ t❤❡ ✜r♠✳ ❚❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❇♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠❡❞✐❛♥ ❝♦✉♥tr② ❤❛s ❛ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ♦❢ t✇♦✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❡♥❞ t♦ ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦①② ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✱ ❉❡♣t❤✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✳ ❚❤❡

✐♥❞❡① r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✻✱ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥❞❡①✳✶✵

✾❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ r♦❜✉st t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲▲❙❱ ♠❡❛s✉r❡✳
✶✵❇r♦✇♥✱ ❏❛♣♣❡❧❧✐✱ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦ ✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❞❡① ✇❤❡r❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t s✐① ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥✳

✷✺



✶✳ ❇♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

✷✳ ❉❛t❛ ♦♥ ❜♦t❤ ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦rr♦✇❡rs ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

✸✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ r❡t❛✐❧❡rs✱ tr❛❞❡ ❝r❡❞✐t♦rs✱ ♦r ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧

✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

✹✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

✺✳ ❉❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❧♦❛♥s ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✶✪ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳

✻✳ ▲❛✇s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs r✐❣❤ts t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛✳

❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✐t❤❡r ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞✐t

r❡❣✐str② ♦r ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉✳ ❏❛♣♣❡❧❧✐ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦ ✭✷✵✵✷✮ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉✲

t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞✐t r❡❣✐str✐❡s ♦r ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t

❜✉r❡❛✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✲❧❡✈❡❧✳✶✶ ❚❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦

❝♦❧❧❡❝ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛♥♥✉❛❧❧②✳ ❋♦r t❤❡

✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✷✻ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ Depth ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ❛❜♦✉t

❢♦✉r✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❡①❛❝t t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❡s ❜② ❝♦✉♥tr②✳✶✷

❋✐r♠✲▲❡✈❡❧ ❱❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ✜r♠ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ✷✵✶✺ ❆♠❛❞❡✉s

❉❛t❛❜❛s❡ ❜② ❇✉r❡❛✉ ❱❛♥ ❉✐❥❦✳✶✸ ❚❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❛t❛ ♦♥ ♠❛♥② ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞

♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠❛❦❡s ✐t ✐❞❡❛❧ ❢♦r t❡st✐♥❣ ♦✉r ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s✳ ❇✉r❡❛✉ ❱❛♥ ❉✐❥❦ ❛ss❡♠❜❧❡s ✐ts ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② r❡❣✉❧❛t♦r② ❛❣❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♣✉r❝❤❛s❡s

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐r❞ ♣❛rt② ♣r♦✈✐❞❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✜r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦r

❞✐✛❡r❡♥t ♦✇♥❡rs❤✐♣ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜❧❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥✲

tr✐❡s✳

✶✶❚❛❦✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② ❤❛s ❜♦t❤ ❛ ♣✉❜❧✐❝ r❡❣✐str② ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr②✱ ❝♦✈❡r❛❣❡ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤ ❢♦r ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝r❡❞✐t
r❡❣✐str② ♦r ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❇❡❧❣✐✉♠✱ ♣✉❜❧✐❝ r❡❣✐str② ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❛t ❛❜♦✉t ✾✼✪ ♦✈❡r
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉r❡❛✉ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ♥♦♥❡①✐st❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❯❑✱ t❤♦s❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
r❛t✐♦s ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞✳

✶✷❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦①✐❡s ✐♥ ❍▲▲▼ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r❡❞✐t r❡❣✐str② ♦r ❜✉r❡❛✉✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ t②♣❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❛
❝r❡❞✐t ❜✉r❡❛✉ ❛♥❞ r❡❣✐str② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ❞❛t❛✳ ❍▲▲▼✬s s❛♠♣❧❡ ♣r❡❞❛t❡s ♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s
✇❤② t❤❡② ❤❛✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t r❡❣✐str✐❡s ❛♥❞ ❜✉r❡❛✉s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t✳

✶✸❊❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆♠❛❞❡✉s ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❡✐❣❤t ②❡❛rs ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✷✵✶✺ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆♠❛❞❡✉s ♦♥❧②
❝♦♥t❛✐♥s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✷✵✵✻✲✷✵✶✹✳ ❉❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ✷✵✵✻ ✐s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷✵✶✺ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✷✻



■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ♣r✐✈❛t❡✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛ ✐s ❞❡✲

s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✐s❝❧♦s✉r❡

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳✶✹ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t

r❡q✉✐r❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠❛② ❜❡

❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜♦t❤ ❋✐♥❧❛♥❞ ❛♥❞ P♦❧❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ❡♠✲

♣❧♦②❡❡s t♦ ✜❧❡✱ t❤♦✉❣❤ ❋✐♥❧❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ✜r♠s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✳✻✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡✉r♦s t♦ ✜❧❡✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❋r❛♥❝❡ ✐s ✷✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡✉r♦s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ✜r♠s ✜❧✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts

✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❛❞❞r❡ss t❤✐s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss s❡❝t✐♦♥✳ ❇✉r❡❛✉ ❱❛♥ ❉✐❥❦ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜✐❛s ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣

✉♥r❡♣♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r

s♠❛❧❧ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇♦t❤ ❛❝❛❞❡♠✐❝s ❛♥❞ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❤❛✈❡ r❡❧✐❡❞

♦♥ t❤✐s ❞❛t❛ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s st✐❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡

❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❞❛t❛ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳✶✺

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❇❛❞❡rts❝❤❡r✱ ❙❤r♦✛✱ ❛♥❞ ❲❤✐t❡✱ ✷✵✶✸❀ ❇❛❞❡rts❝❤❡r✱

❙❤❛♥t❤✐❦✉♠❛r✱ ❛♥❞ ❚❡♦❤✱ ✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✜r♠s✱ ✜r♠s ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜r♠s ✇✐t❤ s❛❧❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✩✶✵✵✱✵✵✵ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛ss❡ts ❧❡ss t❤❛♥ ✩✺✵✵✱✵✵✵✳

❚❤✐s ❤❡❧♣s ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❆♠❛❞❡✉s ✐s ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r

✈❡r② s♠❛❧❧ ✜r♠s✳✶✻

❚❤❡ ✷✵✶✺ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✜r♠ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✵✻✲✷✵✶✹✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧

s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜r♠s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✱✽✼✼✱✾✵✶ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ✷✻ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s

✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❝♦♥♦♠②✳ Pr❡✈✐♦✉s

✶✹❆s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ ●❡r♠❛♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s ♣❧❛❝❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛ss❡ts ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ ●❡r♠❛♥② ❛r❡ ✉♥❞❡r✈❛❧✉❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦t❤❡r ❊✉r♦♣❡❛♥
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝❧♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜r♠
❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡ts ✐♥ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛♥❞ ❇✉r❡❛✉ ❱❛♥ ❉✐❥❦ ❝❛♥♥♦t ❛❝q✉✐r❡ ❞❛t❛ ❢♦r s♠❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ t♦ ❆♠❛❞❡✉s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡①✐st ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●❧♦❜❛❧ ❱❛♥t❛❣❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉st❛t✳

✶✺❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ s✉r✈✐✈♦rs❤✐♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■❢ ❛
❝♦♠♣❛♥② ✐s ❛❜s❡♥t ❢♦r ❢♦✉r ②❡❛rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐s ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❝♦r❞s ❛r❡ ♥♦t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇✉r❡❛✉ ✈❛♥ ❉✐❥❦✳

✶✻❚❤✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❛✛❡❝ts ✜r♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ■t❛❧②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❙♣❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ✈❡r② str✐❝t r❡♣♦rt✐♥❣
st❛♥❞❛r❞s ❢♦r ✜r♠s ♦❢ ❛❧❧ s✐③❡s✳

✷✼



♣❛♣❡rs ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❱❛♥t❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❆❝❤❛r②❛✱ ❆♠✐❤✉❞✱ ❛♥❞ ▲✐t♦✈✱ ✷✵✶✶❀ ❆❝❤❛r②❛✱

❙✉♥❞❛r❛♠✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥✱ ✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ♣✉❜❧✐❝❧② tr❛❞❡❞ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✱ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠✲

♣❛♥✐❡s ✭❈❧❛❡ss❡♥s ❛♥❞ ❚③✐♦✉♠✐s✱ ✷✵✵✻❀ ●✐❛♥♥❡tt✐✱ ✷✵✵✸✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧❡♥❞✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♠❛❧❧ ✜r♠s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦

❜♦rr♦✇ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦s ✭❇❡r❣❡r ❛♥❞ ❍❛♥♥❛♥✱ ✶✾✽✾❀ ❇❡r❣❡r ❛♥❞ ❯❞❡❧❧✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡

❝♦♥s✐sts ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡ts ✭❇❡r❣❡r ❛♥❞

❯❞❡❧❧✱ ✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❛♥❦s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐t②

♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦✇♥❡r ✭❇❡r❣❡r ❛♥❞ ❯❞❡❧❧✱ ✷✵✵✷✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦s ❛♥❞ s♠❛❧❧

✜r♠s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡

♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✐r♠✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡

♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ r✐s❦ ✭❞✐st❛♥❝❡

t♦ ❞❡❢❛✉❧t✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ✭FDebt✮ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥♦♥✲❝✉rr❡♥t ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥

❧♦♥❣✲t❡r♠ ❞❡❜t ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❧♦❛♥s✳✶✼ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛②s ❢♦r ❛ ✜r♠ t♦

❛❝q✉✐r❡ ❞❡❜t ✐s ❡✐t❤❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦❛♥ ♦r ✐ss✉❡ ❞❡❜t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ s♠❛❧❧

❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❜t ♦♥ t❤❡✐r ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ✐s ❧✐❦❡❧② ❜❛♥❦ ❧♦❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦s

t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❚♦t❛❧ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ✭❋❉❡❜t✮ s❝❛❧❡❞ ❜② t♦t❛❧ ✜r♠ ❛ss❡ts ✭❋❆ss❡ts✮ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡

✭❋▲❡✈❡r❛❣❡✮ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ▲❡✈❡r❛❣❡ ✐s ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧✳ Pr♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❘❖❆✱ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❊❇■❚❉❆✴❋❆ss❡ts✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❩❙❝♦r❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✜r♠ r✐s❦✲t❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

t❤❡ ✜r♠ ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤❡ ❩❙❝♦r❡ ❢♦r ❛ ✜r♠✲②❡❛r ❤❛s ❛ ♥✉♠❡r❛t♦r t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❖❆ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♣❧✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ❛ss❡ts

✭❈❆❘✮ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❖❆

❢♦r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❩❙❝♦r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡❛❝❤ ②❡❛r✳ ❚❤❡

♠❡❞✐❛♥ ✭❛✈❡r❛❣❡✮ ✜r♠ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ✐s ✸✳✺✼✸✼ ✭✽✳✽✽✷✺✮ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✳

✶✼❉✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛♣❡r ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❋❉❡❜t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
t②♣❡s ♦❢ ❞❡❜t ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜✐❛s ❡st✐♠❛t❡s ❞♦✇♥ ✭❛❣❛✐♥st ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✮✳

✷✽



❋✉rt❤❡r ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▼②❡rs ✭✶✾✼✼✮ ❛♥❞ ❇♦♦t❤✱ ❆✐✈❛③✐❛♥✱

❉❡♠✐r❣üç✲❑✉♥t✱ ❛♥❞ ▼❛❦s✐♠♦✈✐❝ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡s❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ t♦t❛❧ ✜r♠

❛ss❡ts✱ ▲♦❣❋❆ss❡ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥② s✐③❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚❛♥❆ss❡ts ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❛ss❡ts t❤❛t ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ✜①❡❞ ❛ss❡ts✱ ❛ ♣r♦①② ❢♦r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❚♦❜✐♥✬s ◗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✬s t♦t❛❧ ❛ss❡ts

t♦ ✐ts ❜♦♦❦ ✈❛❧✉❡✱ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡

♦✈❡r ✾✾✪ ♦❢ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡❧② ❤❡❧❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛r❦❡t

✈❛❧✉❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦①✐❡❞ ❜②✱ ●r♦✇t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②

❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛❧❡s ❣r♦✇t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠

✐♥✈❡st♠❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❙❤✐♥ ❛♥❞ ❙t✉❧③✱ ✶✾✾✽❀ ▲❡❤♥ ❛♥❞ P♦✉❧s❡♥✱ ✶✾✽✾❀ ❲❤✐t❡❞✱ ✷✵✵✻❀ ❲❤✐t❡❞

❛♥❞ ❲✉✱ ✷✵✵✻❀ ❇❧♦♦♠✱ ❇♦♥❞✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ❘❡❡♥❡♥✱ ✷✵✵✼❀ ❆s❦❡r✱ ❋❛rr❡✲▼❡♥s❛✱ ❛♥❞ ▲❥✉♥❣q✈✐st✱

✷✵✶✺❀ ❇❛❞❡rts❝❤❡r✱ ❙❤r♦✛✱ ❛♥❞ ❲❤✐t❡✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ②❡❛rs s✐♥❝❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥✱ ❆❣❡✱

♣r♦①✐❡s ❢♦r r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✐❛♠♦♥❞ ✭✶✾✾✶✮✳✶✽ ■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡r❡

❛r❡ ✺✱✻✻✹✱✹✽✽ ✜r♠✲②❡❛rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛♥♥✐♥❣ t✇❡♥t②✲s✐① ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❋✐r♠✲▲❡✈❡❧ s✉♠♠❛r②

st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ P❛♥❡❧ ❆✳

❚❛❜❧❡ ✸ P❛♥❡❧ ❆ s❤♦✇s t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② r✐❣❤t s❦❡✇❡❞✳ ❚❤❡

s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❛ss❡ts t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♣r✐✈❛t❡ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s❦❡✇✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ▲♦❣❋❆ss❡ts✳

❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ ✜r♠ ❤❛s ❛ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✶✶✶✽ ✭✵✳✷✸✷✺✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ss❡ts ♦❢ ✩✶✳✾

♠✐❧❧✐♦♥ ✭✩✻✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥✮ ❛♥❞ ❧♦❛♥s ♦❢ ✩✶✾✻✱✺✾✷ ✭✩✶✱✺✷✵✱✽✾✺✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❡①❛♠✐♥❡

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s r✐❣❤t✲s❦❡✇❡❞♥❡ss✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ▼❛❝r♦ ❈♦♥tr♦❧s✳ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✜r♠✲

❧❡✈❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦ ❧❡♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡

❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛❝r♦ss

❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ P❛♥❡❧ ❇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❘❡❛❧ P❡r ❈❛♣✐t❛ ●❉P ❛♥❞ ■♥✢❛t✐♦♥

✶✽❚❤❡ ✜r♠s ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♠❛② ❜❡ ❢❛✐r❧② s♠❛❧❧✱ ❜✉t t❤❡ ❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t st❛rt✲✉♣s✳
❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❢♦r t❤✐rt❡❡♥ ②❡❛rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜r♠ ✐s ❛❜♦✉t ✶✺ ②❡❛rs ♦❧❞✳

✷✾



❞❛t❛ ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✱ ❛♥❞ ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❊♥❣❧✐s❤✱ ❋r❡♥❝❤✱ ●❡r♠❛♥✱

❛♥❞ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥✮✶✾ ❛r❡ ❢r♦♠ ❉▼❙✳

❈❧❛❡ss❡♥s ❛♥❞ ❑❧❛♣♣❡r ✭✷✵✵✺✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

✐♥❞❡① ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs ❛❧s♦ s✉❣❣❡st t❤❛t

✐t ✐s ♥♦t ❥✉st t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❜✉t t❤❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡✐r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❇❛❡ ❛♥❞ ●♦②❛❧✱ ✷✵✵✾❀ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②❛ ❛♥❞ ❉❛♦✉❦✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✾✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡

❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ❜❛♥❦r✉♣t❝② ❝♦❞❡ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❞❡❜t♦r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ♣r❛❝t✐❝❡✳

■♥ ❡❛❝❤ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♥tr♦❧s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥

✭❈♦rr✉♣t✐♦♥✮✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✭❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✮✱ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✱

❛♥❞ r✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇ ✭▲❛✇✮✱ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✭❙t❛❜✐❧✐t②✮ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧❛✇ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ P❛♥❡❧ ❇✳ P❛♥❡❧ ❈ ❞✐s♣❧❛②s s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✻ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡✈❡r❛❣❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ st❛rt ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❲✐t❤✐♥

t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❜❛♥❦ ❧♦s❡s ❧❡ss ♦♥ ❜❛❞

❧♦❛♥s✳ ❇❛♥❦s t❤❡♥ ❝♦♠♣❡t❡ ❤❛r❞❡r t♦ ❛ttr❛❝t ❧❛r❣❡r s✐③❡ ❧♦❛♥s ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤✐s

❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱

FirmLeveragef,c,t = α′

1
CRightsc + α′

2
Depthf,c,t + α′

3
CRightsc ×Depthf,c,t

+ α′

4
FirmControlsf,c,t−1 + α′

5
CountryControlsc,t−1 + εf,c,t ✭✶✹✮

■♥❞✉str✐❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐❣✐t ❙■❈ ❧❡✈❡❧✳ ❇♦t❤ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts

❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ②❡❛r ❧❡✈❡❧ ❢♦r

✶✾❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ❝♦❧❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✵



❛❧❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳✷✵ ❋✐r♠✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣ ✜r♠ ❛ss❡ts ✭▲♦❣❋❆ss❡ts✮✱ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②

✭❘❖❆✮✱ t❤❡ ♣r♦①② ❢♦r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ✭❚❛♥❆ss❡ts✮✱ s❛❧❡s ❣r♦✇t❤ ✭●r♦✇t❤✮✱ ❛♥❞ ✜r♠ r❡♣✉t❛t✐♦♥

✭Age✮✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧s t❤❛t ✈❛r② ❜② ②❡❛r ✐♥❝❧✉❞❡ ▲♦❣●❉P♣❡r❈❛♣ ❛♥❞ ■♥✢❛t✐♦♥✱

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧❛✇ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

✭❈♦rr✉♣t✐♦♥✱ ❙t❛❜✐❧✐t②✱ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✱ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ▲❛✇✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈♦❧❡ ❛♥❞ ❚✉r❦✲❆r✐ss

✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❍❛s❡❧♠❛♥♥✱ P✐st♦r✱ ❛♥❞ ❱✐❣ ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r✲

♠✐♥❛♥t ♦❢ ❜❛♥❦ ❧♦❛♥ r❛t✐♦s✱ s♦ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥ ❞✉♠♠✐❡s ❛s ❝♦♥tr♦❧s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❧❡❛❞

t♦ ❧❛r❣❡r ❧♦❛♥ s✐③❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ α1 > 0 ❛♥❞ α2 > 0✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞

✐❢ α3 < 0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ ❈❘✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ❉❡♣t❤✱ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡

❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✶✲✹✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t str♦♥❣❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞

❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ✜r♠ ❜♦rr♦✇✐♥❣✳

❈♦❧✉♠♥ ✶ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐t✱ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜②

✳✵✼✶✻ ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❤✉❣❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

✭♠❡❞✐❛♥✮ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❛ ❧❡✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✷✸✷✺ ✭✳✶✶✶✽✮✳ ■❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✷✱ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t

❛ ♦♥❡ ✉♥✐t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✳✵✷✺✼✱ ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ■♥

❝♦❧✉♠♥ t❤r❡❡✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ✹ s❤♦✇ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳

❚❤❡② ❛❧s♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✶✲✸✳ ❍♦❧❞✐♥❣ ✐♥❢♦r✲

✷✵❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ♦r ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts
♠❡❛s✉r❡ ✐s ❢r♦♠ ✷✵✵✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ②❡❛r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉❥❛♥❦♦✈✱ ▼❝▲✐❡s❤✱ ❛♥❞ ❙❤❧❡✐❢❡r
✭✷✵✵✼✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ②❡❛r ♦❢ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✷✵✵✻✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
✐♥✈❡st♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ st❛❜❧❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr②
❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡❞ ♦✉t✳

✸✶



♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✹ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts ❜② ✉♥✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✵✳✵✸✾✻✻ ✭✵✳✵✼✾✸ − ✵✳✵✵✾✾✶ × ✹✮✳

❚❤✐s ✐s ❛ ✹✺✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦♥

❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❛t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤♦❧❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❝♦♥st❛♥t ❛t

t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✷✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥

❡✛❡❝t ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✵✵✺✽✽ ✭✳✵✷✺✼ − ✵✳✵✵✾✾✶ × ✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✼✼✪ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦❧✉♠♥ ✷✳ ❚❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❘✷✮ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✹✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ s❡❝t✐♦♥✱

t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

✉♣ t♦ ♥♦✇ ✐s ❧❛r❣❡❧② s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳

❈♦❧✉♠♥ ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡s

t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❍▲▲▼ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡s t❤❡✐r ❜❛♥❦✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ✇❛②

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❥♦✐♥t❧② ✐♠♣❛❝t ❜❛♥❦✲❧❡✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❛♥❞

♣r♦✜t✳ ❚❤❡② ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ♠♦✈❡ ✐♥

♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r

✜♥❞✐♥❣s ✐s t❤❛t ❜❛♥❦ r✐s❦ ✭③✲s❝♦r❡✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ r✐s❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

❚❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✜r♠s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛ss❡ts ✭▲♦❣❋❆s✲

s❡ts✮✱ ❛ ❣r❡❛t❡r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦✛❡r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ✭❚❛♥❆ss❡ts✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s

✭●r♦✇t❤✮ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧❡✈❡r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ♦❧❞❡r ✭❆❣❡✮ ❛r❡ ❧❡ss ❧❡✈❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦❡✲

❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❣r❡❛t❡r r❡❛❧ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ✭▲♦❣●❉P♣❡r❈❛♣✮ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥

❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✜r♠✲❧❡✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❣r❡❛t❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ✭❈♦rr✉♣t✐♦♥✮ ❤❛s ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❊♥❣❧✐s❤✱ ❋r❡♥❝❤✱ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥ ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥ ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t♦

❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✳

Pr♦✜t❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ r❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❦ ❝❤❛r❣❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❆s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✜r♠ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛♥❦ ✐s s❝r❡❡♥✲
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✐♥❣ ❧❡ss ❛♥❞ ❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r r❡t✉r♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ✐t ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❧❡♥❞ t♦ ❧❡ss

♣r♦✜t❛❜❧❡ ✜r♠s✳ ❚❤✉s✱ ❤✐❣❤❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ t❡st t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✺✮ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t β1 < 0

❛♥❞ β2 < 0✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐❢ β3 > 0✳

ROAf,c,t = β′

1
CRightsc + β′

2
Depthf,c,t + β′

3
CRightsc ×Depthf,c,t

+ β′

4
FirmControlsf,c,t−1 + β′

5
CountryControlsc,t−1 + δf,c,t ✭✶✺✮

❆❧❧ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✺ ✭✶✹✮✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❧❡✈❡r❛❣❡

❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✭❋▲❡✈❡r❛❣❡✮

✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳

❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡♦r②✱ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛♥❞

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺ ❝♦❧✉♠♥s ✶✲✹✳ ❏✉st ❛s

✇❡ ❤❛❞ s❡❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞

s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✶✲✸ ❛r❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❤✉❣❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ ✜r♠ ❘❖❆

✐s ✳✵✷✾✺ ✭✳✵✹✾✹✮✳

❍♦❧❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✹✱ ❛ ♦♥❡ ✉♥✐t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts ❧❡❛❞s t♦ ❘❖❆ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜② ✵✳✵✵✶✵✷✳ ❍♦❧❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧

♦❢ ✷✱ ❛ ♦♥❡ ✉♥✐t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②

♦❢ ✵✳✵✵✷✻✽✳ ❏✉st ❛s ✇❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡♥ ❥♦✐♥t❧② ❡①❛♠✐♥✐♥❣

❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳

❉✐st❛♥❝❡ t♦ ❉❡❢❛✉❧t ❆♥❛❧②s✐s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✜r♠ r✐s❦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s✳ ❲❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ str♦♥❣❡r✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t

✭▲●❉✮ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❣♦❡s ❞♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛♥❦s s❝r❡❡♥ ❧❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

♠♦r❡ ❜❛❞ ❜♦rr♦✇❡rs ❣❡tt✐♥❣ ❧♦❛♥s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✭P❉✮ ♦❢ t❤❡

❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❯s✐♥❣ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
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❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❦✬s ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ❋✐r♠ ❘✐s❦ ❈❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ❢♦❝✉s ♦♥ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ r✐s❦✳

❚❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛s❡t ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♦❧✈❡♥t ✜r♠s✳ ❲✐t❤♦✉t ❞❡❢❛✉❧t❡❞ ✜r♠s✱

✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ✭▲●❉✮ ♠❡❛s✉r❡ ❛t t❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤

✜r♠ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ✜r♠✲❧❡✈❡❧

♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r✐s❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ ❣♦ ✉♣✱ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r r✐s❦✲t❛❦✐♥❣✱ t❤✉s ♠♦✈✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❞❡❢❛✉❧t✳

❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ r✐s❦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t t❤❡ ✜r♠✲②❡❛r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ③✲s❝♦r❡ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✳ ▲❛r❣❡r ③✲s❝♦r❡s

✐♥❞✐❝❛t❡ ❣r❡❛t❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✱ γ1 > 0

❛♥❞ γ2 > 0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ✭❧❛r❣❡r ③✲s❝♦r❡✮✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐❢ γ3 < 0✳

ZScoref,c,t = γ′

1
CRightsc + γ′

2
Depthf,c,t + γ′

3
CRightsc ×Depthf,c,t

+ γ′

4
FirmControlsf,c,t−1 + γ′

5
CountryControlsc,t−1 + υf,c,t ✭✶✻✮

❖✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✱ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✹

❛❣❛✐♥ s❤♦✇ t❤❛t ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✭✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦r

❥♦✐♥t❧②✮ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛ ✜r♠✬s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✜r♠s ❛r❡

❧❡ss r✐s❦②✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥ ✸✱ ♦♥❝❡ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❜♦t❤

r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞r♦♣ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✪ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✶✲

✷✳ ❇② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❜♦rr♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❜❛♥❦ ❧❡♥❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❦ ❧♦❛♥ ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

❆s ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✐❢ ✇❡ ❤♦❧❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛t ✹✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥

❝♦❧✉♠♥ ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ♦♥❡ ✉♥✐t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❝r❡❛s❡s ③✲s❝♦r❡s ❜② ✵✳✶✹✺✱

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✐s ✵✳✶✹✺ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✳ ❆♥
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✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ③✲s❝♦r❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✵✳✶✹✹ ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

❛r❡ ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♠❡❛♥✮ ✜r♠ ❤❛s ❛

③✲s❝♦r❡ ♦❢ ✸✳✺✼✸✼ ✭✽✳✽✽✷✺✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❛r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❜✉t ❛❧s♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❏✉st ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts✱ ✇❤❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✜r♠s t❛❦❡ ♦♥ ❧❡ss r✐s❦✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❜❡✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠

❞❡❢❛✉❧t✳

✼ ❘♦❜✉st♥❡ss ❘❡s✉❧ts

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ t❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛s❡t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s✳ ❚❤✐s ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡✐t② ✐s ❛ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜r♠s

t❤❛t ♠♦st ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s s♦ s❦❡✇❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛ ❢❡✇

❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ✜r♠s ♠❛② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❆ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜r♠s ❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣

❜❛♥❦s ❢♦r ❧♦❛♥s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜r♠ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❧❛r❣❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❝❛♥

♦❜t❛✐♥ ❞❡❜t ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr② ❧✐♥❡s ♦r ♦❜t❛✐♥ s②♥❞✐❝❛t❡❞ ❧♦❛♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ s②♥❞✐❝❛t❡

♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ♥♦t ❢r♦♠ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr②✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ q✉❡st✐♦♥ ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r ❜♦rr♦✇❡r ❝r❡❞✐t♦r

♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■t ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜r♠s ✐♥ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❜t ♠❛r❦❡ts

♦r ❤❛✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❦ ❧♦❛♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ♦❢ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ss❡t s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼ ❛r❡ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦

t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✹✱ ✺✱ ❛♥❞ ✻✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❧❛r❣❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❛

❣r❡❛t❡r ❡✛❡❝t ♦♥ s♠❛❧❧❡r ✜r♠s✳

❚❤✐s s❛♠❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡st✐♦♥s✳ ❖♥❡ s✉❝❤ q✉❡st✐♦♥

✐s ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♦✇♥❡rs❤✐♣ str✉❝t✉r❡s ♠❛② ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s
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r❡❧❛t❡s t♦ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡

❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❡r♠s t❤r♦✉❣❤ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ❞❡❜t ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss

r❡❧✐❛♥t ♦♥ ❜❛♥❦ ❧♦❛♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❆♠❛❞❡✉s ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❛r❡

❤❡❧❞ ❜② ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦ ♥♦t

❤♦❧❞ ✜r♠s ❛s s♠❛❧❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ♣r✐♠❛r✐❧② ♠❛❦❡ ✉♣ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ❇② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t♦♣

✶✵✪ ♦r ✷✵✪ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❤❡❧❞

❜② ❛ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♠♦✈❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✷✵✪ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st

✷✵✪ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✹✱ ✺✱ ✻ ✱ ❛♥❞ ✼✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❤❛✈❡ ♦♥ s♠❛❧❧ ✜r♠s✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ❚❤✐s ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t✱ ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❜❛♥❦ ❞❡❜t✱ ✐s ❞r✐✈✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■t ❛❧s♦

❛❞❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦①② ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✸ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts

❢♦r r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ③✲s❝♦r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ✹

♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✱ ❚❛❜❧❡ ✺✱ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❝❛♣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s

❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥tr②✲②❡❛rs✱

r❡❞✉❝✐♥❣ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❧② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❛t✐♦

♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝r❡❞✐t t♦ ●❉P✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥② ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❈r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ s♦ t❤❡② ❛r❡

❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✜r♠s

❛r❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ r❡♠♦✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r ■t❛❧② ♦r ❋r❛♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦

❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t❡st✱ ❢♦r ❡❛❝❤

❝♦✉♥tr②✱ ❡✈❡r② ②❡❛r✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✵✵ ✜r♠s ✇✐t❤ ❛ss❡ts ❜❡t✇❡❡♥ ✩✵✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥✱
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t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✩✶ ♠✐❧❧✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛♥♦t❤❡r ✶✵✵ ✜r♠s ✇✐t❤

❛ss❡ts ❜❡t✇❡❡♥ ✩✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ✩✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✉❝❦❡t t❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✉♣ t♦ ✩✻ ♠✐❧❧✐♦♥✳

❚❤✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦r❝❡s ♦✉r ♣❛♥❡❧ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❤❡❧♣s ✉s ❛❞❥✉st ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ r❡♣♦rt✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❤❛✈❡ ♦♥ s✐♠✐❧❛r❧② s✐③❡❞ ✜r♠s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✷✶

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦s t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥❧② t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❧❡✈❡r❛❣❡ ♥❡t ♦❢ ❝❛s❤ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ③✲s❝♦r❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❘❡s✉❧ts ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡s ✹ ❛♥❞ ✻✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③✲s❝♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❛♥❞ ❜✐❛s ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤r❡❡✲②❡❛r ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

✇✐♥❞♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ r♦❜✉st✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ✜r♠s

t❛r❣❡t ✏③❡r♦ ❧❡✈❡r❛❣❡✱✑ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✇✐s❤ t♦ ✐♥❝✉r ❞❡❜t✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲s❦❡✇❡❞♥❡ss

♦❢ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✜r♠ ❞❡❜t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡

❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s t❛r❣❡t ✏③❡r♦ ❧❡✈❡r❛❣❡✳✑ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ r❡♠♦✈❡

t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✺✪ ♦r ✶✵✪ ♦❢ ✜r♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦✲

❜✉st✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ r✐s❦✱ ❛♥❞ ♣r♦✜t ❛r❡ ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ ROA ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✜r♠ r✐s❦✱ ✇❤✐❧❡ FLeverage ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♣r♦✜t

❛♥❞ r✐s❦ ✭❍♦✉st♦♥✱ ▲✐♥✱ ▲✐♥✱ ❛♥❞ ▼❛✱ ✷✵✶✵❀ ❘❛❥❛♥ ❛♥❞ ❩✐♥❣❛❧❡s✱ ✶✾✾✺❀ ❆❝❤❛r②❛✱ ❆♠✐❤✉❞✱

❛♥❞ ▲✐t♦✈✱ ✷✵✶✶✮✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ROA ❛♥❞ FLeverage ❛s ❝♦♥tr♦❧s ❢r♦♠ ❛❧❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧❧

r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣❡rs✐st✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉▼❙ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡

❢r♦♠ ▲▲❙❱✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✱ ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s ❛♥❞

❜♦rr♦✇❡rs✳ ❚❤❡ s✐①t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ ❧❛✇s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs

r✐❣❤ts t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s ❛♥❞ ❜♦rr♦✇❡rs✳ ❇r♦✇♥✱ ❏❛♣♣❡❧❧✐✱ ❛♥❞ P❛❣❛♥♦ ✭✷✵✵✾✮ ❛❧s♦

✷✶❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧✱ s♠❛❧❧❡r ✜r♠s ❛r❡
♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❛❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❜② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ss❡ts ♠❛②
♣✉t t♦♦ ♠✉❝❤ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ ❞❛t❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
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❞r♦♣ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤❡t❤❡r ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ ✜✈❡ ♦r s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡♣t❤

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉s❡s

♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❜❛♥❦s s❤❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ❜♦rr♦✇❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r

❢♦❧❧♦✇✲✉♣ r♦❜✉st♥❡ss t❡st✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥❞❡①✱

✇❤✐t❤❡r ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❤♦❧❞✳

■♥ ❛ ✜♥❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✱ ❑❧❛♣♣❡r✱ ▲❛❡✈❡♥✱ ❛♥❞ ❘❛❥❛♥ ✭✷✵✵✻✮ s✉❣❣❡st r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♥❞✉str✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ✭s✉❝❤ ❛s ✉r❛♥✐✉♠ ♠✐♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s✱

✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡❧② st❛t❡✲♦✇♥❡❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡✳ ❆❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❡s t❤❛t

t❤❡② ♦✉t❧✐♥❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts st✐❧❧ ❤♦❧❞✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡①❛♠✐♥❡s ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✲

✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ❜❛♥❦ ❧❡♥❞✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜r♠ ❜♦rr♦✇✐♥❣✳ Pr❡✈✐♦✉s

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡

♦✉t❝♦♠❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ❧❡♥❞✐♥❣✱ ❝❤❡❛♣❡r ❞❡❜t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❡❛t❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✐♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❛r❡ st✐❝❦②

♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣

✐s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❡❧♣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

r❡❛❧✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♦✉r ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ❧♦✇❡r ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❡❛t❡r

❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳

❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ♦✈❡r ✶✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❖✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❞♦ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✱ ❜✉t t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉rt❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✸✽



❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛r❛❞♦①❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts

❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ s✉❣❣❡st✐✈❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ r♦❜✉st s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s

♦❢ ❝r❡❞✐t♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✱ ✐❢ t❤❡② ❞❡s✐r❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r

r✐❣❤ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❝❤❛r②❛✱ ❱✳ ❱✳✱ ❨✳ ❆♠✐❤✉❞✱ ❛♥❞ ▲✳ ▲✐t♦✈ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❈r❡❞✐t♦r ❘✐❣❤ts ❛♥❞ ❈♦r♣♦r❛t❡
❘✐s❦✲❚❛❦✐♥❣✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✷✭✶✮✱ ✶✺✵✕✶✻✻✳

❆❝❤❛r②❛✱ ❱✳ ❱✳✱ ❘✳ ❑✳ ❙✉♥❞❛r❛♠✱ ❛♥❞ ❑✳ ❏♦❤♥ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❈r♦ss✲❈♦✉♥tr② ❱❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥
❈❛♣✐t❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s✿ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❇❛♥❦r✉♣t❝② ❈♦❞❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t✐♦♥✱
✷✵✭✶✮✱ ✷✺✕✺✹✳

❆❣❤✐♦♥✱ P✳✱ ❛♥❞ P✳ ❇♦❧t♦♥ ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❆♥ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❈♦♥tr❛❝ts ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
❈♦♥tr❛❝t✐♥❣✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✺✾✭✸✮✱ ✹✼✸✕✹✾✹✳

❆s❦❡r✱ ❏✳✱ ❏✳ ❋❛rr❡✲▼❡♥s❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ▲❥✉♥❣q✈✐st ✭✷✵✶✺✮✿ ✏❈♦r♣♦r❛t❡ ■♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞
❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t ▲✐st✐♥❣✿ ❆ P✉③③❧❡❄✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✽✭✷✮✱ ✸✹✷✕✸✾✵✳

❇❛❞❡rts❝❤❡r✱ ❇✳✱ ❉✳ ❙❤❛♥t❤✐❦✉♠❛r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍✳ ❚❡♦❤ ✭✷✵✶✻✮✿ ✏Pr✐✈❛t❡ ❋✐r♠ ■♥✈❡st✲
♠❡♥t ❛♥❞ P✉❜❧✐❝ P❡❡r ▼✐s✈❛❧✉❛t✐♦♥✱✑ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳

❇❛❞❡rts❝❤❡r✱ ❇✳✱ ◆✳ ❙❤r♦❢❢✱ ❛♥❞ ❍✳ ❉✳ ❲❤✐t❡ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❊①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❋✐r♠
Pr❡s❡♥❝❡✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ Pr✐✈❛t❡ ❋✐r♠s✬ ■♥✈❡st♠❡♥t ❉❡❝✐s✐♦♥s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✾✭✸✮✱ ✻✽✷✕✼✵✻✳

❇❛❡✱ ❑✳✲❍✳✱ ❛♥❞ ❱✳ ❑✳ ●♦②❛❧ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❈r❡❞✐t♦r ❘✐❣❤ts✱ ❊♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❇❛♥❦ ▲♦❛♥s✱✑
❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✻✹✭✷✮✱ ✽✷✸✕✽✻✵✳

❇❡r❣❡r✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ●✳ ❋✳ ❯❞❡❧❧ ✭✶✾✾✽✮✿ ✏❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❙♠❛❧❧ ❇✉s✐♥❡ss ❋✐♥❛♥❝❡✿ ❚❤❡
❘♦❧❡s ♦❢ Pr✐✈❛t❡ ❊q✉✐t② ❛♥❞ ❉❡❜t ▼❛r❦❡ts ✐♥ t❤❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ●r♦✇t❤ ❈②❝❧❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❇❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✷✷✭✻✮✱ ✻✶✸✕✻✼✸✳

❇❡r❣❡r✱ ❆✳ ◆✳✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍✳ ❍❛♥♥❛♥ ✭✶✾✽✾✮✿ ✏❚❤❡ Pr✐❝❡✲❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥
❇❛♥❦✐♥❣✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✼✶✭✷✮✱ ✷✾✶✕✷✾✾✳
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▲❛❡✈❡♥✱ ▲✳✱ ❘✳ ▲❡✈✐♥❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼✐❝❤❛❧♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✶✺✮✿ ✏❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
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▲❡❤♥✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❆✳ P♦✉❧s❡♥ ✭✶✾✽✾✮✿ ✏❋r❡❡ ❈❛s❤ ❋❧♦✇ ❛♥❞ ❙t♦❝❦❤♦❧❞❡r ●❛✐♥s ✐♥ ●♦✐♥❣
Pr✐✈❛t❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱✑ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✹✹✭✸✮✱ ✼✼✶✕✼✽✼✳

▼❛rt✐♥❡③✲▼✐❡r❛✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ❘❡♣✉❧❧♦ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❉♦❡s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢
❜❛♥❦ ❢❛✐❧✉r❡❄✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✸✭✶✵✮✱ ✸✻✸✽✕✸✻✻✹✳

▼②❡rs✱ ❙✳ ❈✳ ✭✶✾✼✼✮✿ ✏❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❇♦rr♦✇✐♥❣✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s✱ ✺✭✷✮✱ ✶✹✼✕✶✼✺✳

◆✐♥✐✱ ●✳✱ ❉✳ ❈✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✉❢✐ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❈r❡❞✐t♦r ❈♦♥tr♦❧ ❘✐❣❤ts ❛♥❞ ❋✐r♠ ■♥✈❡st♠❡♥t
P♦❧✐❝②✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✷✭✸✮✱ ✹✵✵✕✹✷✵✳

✭✷✵✶✷✮✿ ✏❈r❡❞✐t♦r ❈♦♥tr♦❧ ❘✐❣❤ts✱ ❈♦r♣♦r❛t❡ ●♦✈❡r♥❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❋✐r♠ ❱❛❧✉❡✱✑ ❘❡✈✐❡✇
♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✺✭✻✮✱ ✶✼✶✸✕✶✼✻✶✳
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P❛❞✐❧❧❛✱ ❆✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ▼✳ P❛❣❛♥♦ ✭✶✾✾✼✮✿ ✏❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆♠♦♥❣ ▲❡♥❞❡rs
❛♥❞ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ■♥❝❡♥t✐✈❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✶✵✭✶✮✱ ✷✵✺✕✷✸✻✳

◗✐❛♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ P✳ ❊✳ ❙tr❛❤❛♥ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❍♦✇ ▲❛✇s ❛♥❞ ■♥st✐t✉t✐♦♥s ❙❤❛♣❡ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❈♦♥✲
tr❛❝ts✿ ❚❤❡ ❈❛s❡ ♦❢ ❇❛♥❦ ▲♦❛♥s✱✑ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✻✷✭✻✮✱ ✷✽✵✸✕✷✽✸✹✳

❘❛❥❛♥✱ ❘✳ ●✳✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩✐♥❣❛❧❡s ✭✶✾✾✺✮✿ ✏❲❤❛t ❉♦ ❲❡ ❑♥♦✇ ❆❜♦✉t ❈❛♣✐t❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡❄
❙♦♠❡ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❋r♦♠ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✵✭✺✮✱ ✶✹✷✶✕✶✹✻✵✳

❙❤✐♥✱ ❍✳✲❍✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ❙t✉❧③ ✭✶✾✾✽✮✿ ✏❆r❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❈❛♣✐t❛❧ ▼❛r❦❡ts ❊✣❝✐❡♥t❄✱✑ ◗✉❛rt❡r❧②
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❚♦✇♥s❡♥❞✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✼✾✮✿ ✏❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ▼❛r❦❡ts ✇✐t❤ ❈♦st❧② ❙t❛t❡
❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✷✶✭✷✮✱ ✷✻✺✕✷✾✸✳
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❈r❡❞✐t ▼❛r❦❡ts✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✻✷✭✷✹✽✮✱ ✹✻✶✕✹✼✽✳

❲❤✐t❡❞✱ ❚✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏❊①t❡r♥❛❧ ❉✐♥❛♥❝❡ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ P❛tt❡r♥ ♦❢
■♥t❡r♠✐tt❡♥t ■♥✈❡st♠❡♥t✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✶✭✸✮✱ ✹✻✼✕✺✵✷✳

❲❤✐t❡❞✱ ❚✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ●✳ ❲✉ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts ❘✐s❦✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧
❙t✉❞✐❡s✱ ✶✾✭✷✮✱ ✺✸✶✕✺✺✾✳

❆ Pr♦♦❢s

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ✭▲♦❛♥ ❉❡♠❛♥❞✮✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✮

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ R ②✐❡❧❞s

2 I ′(R)Y ′(I) + I I ′(R)Y ′′(I)− 1 = 0,

I ′(R) =
1

2Y ′(I) + I Y ′′(I)
. ✭✶✼✮

❚❤❡ ❧♦❛♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s t❤✉s ❞♦✇♥✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣✱ I ′(R) < 0✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ I ′′(R)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥❝❡ ♠♦r❡✱

0 = (2Y ′(I) + I Y ′′(I)) I ′′(R) + I ′(R)2 (3Y ′′(I) + I Y ′′′(I)),

I ′′(R) = −I ′(R)
3Y ′′(I) + I Y ′′′(I)

(2Y ′(I) + I Y ′′(I))2
< 0. ✭✶✽✮
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❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦❛♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ✭❙❝r❡❡♥✐♥❣ ■♥t❡♥s✐t②✮✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t dq∗/dλ < 0✳ ✭✻✮ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

❞❡✜♥❡s q∗✳ ▲❡t Γ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❚❤❡♥

dq∗

dλ
= −

∂Γ/∂λ

∂Γ/∂q∗
. ✭✶✾✮

❆t q = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Γ(q = 0) = (1− γ) (r − λ)− c′(0). ✭✷✵✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t c′(0) ✐s s♠❛❧❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ c′(0) = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Γ(q = 0) > 0✳ ❆❧s♦✱

♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ Γ(q = q∗) = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❛ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t✱ Γ(q) ❛t q∗ ♠✉st

❝r♦ss t❤❡ ✵ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❤❡♥❝❡ ∂Γ/∂q < 0 ❛t q = q∗✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

∂Γ/∂λ = −(1 + q (1− s)) (1− γ) < 0, ✭✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t dq∗/dλ < 0✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♠✉st s❤♦✇ t❤❛t dq∗/ds < 0✳ ❚♦ ❧❡❛r♥ ❤♦✇

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❛❦❡

∂Γ/∂s = q (1− γ) [c′(q)− (r − λ)]

= −
q γ (1− γ) (r − λ)

1 + q (1− s) (1− γ)
, ✭✷✷✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t dq∗/ds < 0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d2q

dλds
=

Γq

(

ΓλΓqs + ΓsΓqλ − ΓqΓλs

)

− ΓsΓλΓqq

Γ3
q

✭✷✸✮

✇❤❡r❡ ✐♥❞✐❝❡s st❛♥❞ ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ❞✐✛❡r ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦ ✐t ✐s ❢✉t✐❧❡ t♦ tr②

❛♥❞ ❧❡❛❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts
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λ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❛t ✐s✱ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ r❡t✉r♥ r✳

❋♦r ❡①❛❝t❧② λ = r✱ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ ♠♦♥❡② ♦♥ ❜❛❞ ❧♦❛♥s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❝r❡❡♥✱ q∗ = 0✳

❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r λ = r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ dq/ds = 0✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❥✉st s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ✇❡❛❦❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✭s♠❛❧❧❡r λ✮✱ t❤❡ ❧♦❛♥ r❛t❡ q ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥

s✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡r λ ♠❛❦❡s q ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ ✐♥ s✿ t❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d2q/dλds ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸ ✭▲♦❛♥ ❘❛t❡✮✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ▲❡t ∆ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✽✮ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱

∆ = γ (I(R)− A) + γ I ′(R) (R− r)

− (1− q) (1 + q (1− s)(1− γ)− γ) (r − λ) I ′(R) = 0. ✭✷✹✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ R∗ r❡❛❝ts ✉♣♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts λ✳

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ✉s

dR∗

dλ
= −

d∆/dλ

∂∆/∂R∗
. ✭✷✺✮

❍❡r❡✱ ∂∆/∂R = ∂Π1/∂R1
2 ♠✉st ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ R∗ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛①✐♠✐③❡✱ ❜✉t ♠✐♥✐✲

♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✳

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d∆/dλ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣❧✉s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t t❤r♦✉❣❤ q∗✱

d∆

dλ
=

∂∆

∂λ
+

∂∆

∂q∗
·
dq∗

dλ
. ✭✷✻✮

❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ t❡r♠s✳ ❋✐rst✱

∂∆

∂λ
= (1− q) (1 + q (1− s)) (1− γ) I ′(R) < 0 ✭✷✼✮

✹✹



❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ ❧❛st ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱

∂∆

∂q∗
=

[

(2q(1−s) + s)(1−γ)(r−λ)− (1−γ)(1−s)c(q∗)− (1 + q(1−s)(1−γ))c′(q∗)
]

I ′(R)

= −(1− s) (1− γ) ((1− q∗) (r − λ) + c(q∗)) I ′(R) > 0. ✭✷✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t dq∗/dλ < 0 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

dR∗/dλ < 0✳

❲❡ ❣♦ ♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ✉s

dR∗

ds
= −

d∆/ds

∂∆/∂R∗
. ✭✷✾✮

✇✐t❤ ❛❣❛✐♥ ∂∆/∂R∗ < 0 ❛♥❞

d∆

ds
=

∂∆

∂s
+

∂∆

∂q∗
·
dq∗

ds
. ✭✸✵✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t ∂∆/∂q∗ > 0 ❛♥❞ dq∗/ds < 0✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦

∂∆

∂s
= q (1− γ)

(

(1− q) (r − λ)
)

I ′(R∗) < 0 ✭✸✶✮

❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ dR∗/ds < 0✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ st❛t❡♠❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d2R

dλds
=

∆q

(

∆λ∆qs +∆s∆qλ −∆q∆λs

)

−∆s∆λ∆qq

∆3
q

✭✸✷✮

✇❤❡r❡ ✐♥❞✐❝❡s st❛♥❞ ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ∆s = d∆/ds

❛s ✐♥ ✭✸✵✮✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ❞✐✛❡r ❡✈❡♥ ✐♥

❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦ ✐t ✐s ❢✉t✐❧❡ t♦ tr② ❛♥❞ ❧❡❛❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts λ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❛t ✐s✱ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡

r❡t✉r♥ r✳

❋♦r ❡①❛❝t❧② λ = r✱ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ ♠♦♥❡② ♦♥ ❜❛❞ ❧♦❛♥s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❝r❡❡♥✱ q∗ = 0✳

✹✺



❚❤❡r❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❦s✱ t❤✉s R = r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ s✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r λ = r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ dR/ds = 0✳ ❋♦r ✇❡❛❦❡r ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✭s♠❛❧❧❡r λ✮✱ t❤❡

❧♦❛♥ r❛t❡ R ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸✮✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡r λ ♠❛❦❡s R ❞❡❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ ✐♥ s✿

t❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d2R/dλds ✐s t❤✉s ♣♦s✐t✐✈❡✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭▲❡✈❡r❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ ▲❡✈ ❂ (I −A)/A = I/A− 1✱ ▲❡♠♠❛ ✶✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ❋♦r t❤❡

t❤✐r❞ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d2

dλds
▲❡✈ =

d2▲❡✈

dR2
·
dR

ds
·
dR

dλ
+

d▲❡✈

dR
·
d2R

dλds

=
d2I

A2 dR2
·
dR

ds
·
dR

dλ
+

dI

A dR
·
d2R

dλds
✭✸✸✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ I ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ R ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✱ ❜♦t❤ dR/dλ ❛♥❞ dR/ds ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■❢ ❛❧s♦ d2R/dλds > 0✱ t❤❡♥ ❜♦t❤

♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② d2▲❡✈/dλds < 0✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭Pr♦✜t❛❜✐❧✐t②✴❘❖❆✮✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖❆✱ Y (I(R))✱ ▲❡♠♠❛ ✶✱ ▲❡♠♠❛ ✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t Y ′(I) < 0✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t d2Y (I(R))/dλds > 0✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d2

dλds
Y (I(R)) =

(

Y ′′(I) I ′(R)2 + Y ′(I) I ′′(R)
)

·
dR

ds
·
dR

dλ
+ Y ′ · I ′ ·

d2R

dλds
. ✭✸✹✮

❇❡❝❛✉s❡ Y ′ < 0✱ Y ′′ < 0✱ I ′ < 0 ❛♥❞ I ′′ < 0✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t t❡r♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡

❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡

s✉♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ t✐♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ t✐♠❡s

♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✇ r❡♠❡♠❜❡r ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✮✱

I ′(R) =
1

2Y ′(I) + Y ′′(I)
,

I ′′(R) = −I ′(R)2
3Y ′′(I) + I Y ′′′(I)

2Y ′(I) + I Y ′′(I)
< 0.

✹✻



❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ✭✸✹✮✱ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t t❡r♠ ♦❢ ✭✸✹✮ ❜❡❝♦♠❡s

I Y ′′(I)2 − Y ′(I)
(

Y ′′(I) + I Y ′′′(I)
)

(2Y ′(I) + Y ′′(I))2 (2Y ′(I) + I Y ′′(I))
✭✸✺✮

■❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡✱ t❤❡♥ x f ′(x) < f(x)−f(0) ❢♦r x > 0 ✭t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡

♦❢ x f ′(x) ✐s ❧❛r❣❡r✱ t❤♦✉❣❤✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ Y ′(I) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐t ✐s

❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ I Y ′′(I) < Y ′(I) − Y ′(0) = Y ′(I) ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

Y ′(I) ≈ 0✳ ❇❡❝❛✉s❡ Y ′′′(I) < 0✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r

✐s ❛❧s♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ ✭✸✹✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ �

❇ ❚❛❜❧❡s

✹✼



❚❛❜❧❡ ✷✿❆♠❛❞❡✉s ❋✐r♠ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❈♦✉♥tr② ❚♦t❛❧ ❋✐r♠s ❈r✐❣❤ts ❉❡♣t❤ ✐♥ ✷✵✵✻ ❉❡♣t❤ ✐♥ ✷✵✶✹
❆✉str✐❛ ✻✱✽✼✸ ✸ ✺ ✺
❇♦s♥✐❛ ❛♥❞ ❍❡r③❡❣♦✈✐♥❛ ✹✱✵✵✽ ✸ ✺ ✹
❇❡❧❣✐✉♠ ✷✷✱✷✵✼ ✷ ✵ ✹
❇✉❧❣❛r✐❛ ✶✻✱✻✽✸ ✷ ✵ ✹
❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✹✵✶ ✶ ✺ ✺
❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ✺✵✱✽✶✸ ✸ ✺ ✺
●❡r♠❛♥② ✻✵✱✾✾✼ ✸ ✺ ✻
❙♣❛✐♥ ✷✾✼✱✷✼✶ ✷ ✹ ✺
❋✐♥❧❛♥❞ ✸✸✱✾✵✻ ✶ ✹ ✹
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❚❛❜❧❡ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❈♦❧✉♠♥ ✶ s❤♦✇s t❤❡ t✇❡♥t②✲s✐①
❝♦✉♥tr✐❡s ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❈♦❧✉♠♥s ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❈♦❧✉♠♥ ✸ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts t❤❛t ❡①✐st ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ❝r❡❞✐t♦r
r✐❣❤ts ✐♥❞❡① r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✹ ✇❤❡r❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♠♦r❡ ✐♥✈❡st♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❝r❡❞✐t♦r ❝♦♥s❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs t♦ ✜❧❡ ❢♦r r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱
❝r❡❞✐t♦rs ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡✐③❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ♦♥❝❡ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦✈❡❞✱ t❤❡ s❡❝✉r❡❞ ❝r❡❞✐t♦r
✐s ♣❛✐❞ ✜rst ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ♦❢ ❧✐q✉✐❞❛t✐♥❣ ❛ ❜❛♥❦r✉♣t ✜r♠✱ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ❝r❡❞✐t♦rs ♦r t❤❡ ❝♦✉rts ❤❛✈❡ t❤❡
❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣♦✐♥t ❛ ♠❛♥❛❣❡r t♦ r✉♥ t❤❡ ✜r♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❦r✉♣t❝② ♣r♦❝❡ss✳ ❈♦❧✉♠♥s ✹ ❛♥❞ ✺ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐♥ ✷✵✵✻ ❛♥❞ ✷✵✶✹✱ t❤❡ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡
✐♥❞❡① r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✻✱ ✇❤❡r❡ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐①
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥❞❡①✳ ✶✮ ❇♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷✮ ❉❛t❛ ♦♥
❜♦t❤ ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦rr♦✇❡rs ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ✸✮ ❉❛t❛ ❢r♦♠ r❡t❛✐❧❡rs✱ tr❛❞❡ ❝r❡❞✐t♦rs✱ ♦r ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✹✮ ▼♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳
✺✮ ❉❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❧♦❛♥s ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✶✪ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳ ✻✮ ▲❛✇s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs r✐❣❤ts t♦
✐♥s♣❡❝t t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ✐❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✐t❤❡r ❛ ♣✉❜❧✐❝
r❡❣✐str② ♦r ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉r❡❛✉✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳
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❛ss❡ts ✐♥ ❯❙ ❉♦❧❧❛rs✱ ❛♥❞ ❋▲♦❛♥s r❡♣r❡s❡♥ts t♦t❛❧ ✜r♠ ❧♦❛♥s ✐♥ ❯❙ ❞♦❧❧❛rs✳ ▲♦❣❋❆ss❡ts ✐s t♦t❛❧ ❛ss❡ts ✐♥ ❧♦❣
❢♦r♠✱ ✇❤✐❧❡ ●r♦✇t❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛❧❡s ❣r♦✇t❤✳ ❚❛♥❆ss❡ts ✐s
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❛♥❣✐❜❧❡ ❛ss❡ts t♦ t♦t❛❧ ❛ss❡ts✱ ❛♥❞ Age ✐s ②❡❛rs s✐♥❝❡ t❤❡ ✜r♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❘❖❆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❊❇■❚❆ t♦ ❋❆ss❡ts✳ ❚❤❡ ❩❙❝♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t❤❡ ✜r♠ ✐s ❢r♦♠
❜❛♥❦r✉♣t❝② ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ t❤r❡❡✲②❡❛r ✇✐♥❞♦✇✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❖❆ ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡t r❛t✐♦ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❖❆✳ ❚❤❡ ❩❙❝♦r❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✭ROAt−2✱ ROAt−1✱
ROAt✮ ♣❧✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✭CARt−2✱ CARt−1✱ CARt✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② σ✭ROAt−2✱ ROAt−1✱ ROAt✮✳ P❛♥❡❧ ❇ s❤♦✇s
t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲②❡❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✭❉❡♣t❤✮✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭■♥✢❛t✐♦♥✮✱ ❘❡❛❧
P❡r ❈❛♣✐t❛ ●❉P ✐♥ ❧♦❣ ❢♦r♠ ✭▲♦❣●❉P♣❡r❈❛♣✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♣r♦①② ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr② ②❡❛r✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❢r♦♠ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱ ❑r❛②✱ ❛♥❞ ▼❛str✉③③✐✱ ✷✵✵✽
❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ✭❈♦rr✉♣t✐♦♥✮✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✭❙t❛❜✐❧✐t②✮✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
✭❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✮✱ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ r✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇ ✭▲❛✇✮✳ P❛♥❡❧ ❈ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧
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❚❛❜❧❡ ✹ r❡♣♦rts t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✭❋▲❡✈❡r❛❣❡✮✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠ ❧♦❛♥s t♦ ✜r♠ ❛ss❡ts✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✱✽✼✼✱✾✵✶ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ t✇❡♥t②✲s✐①
❝♦✉♥tr✐❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✹ r❡♣♦rt ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✉str②
✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐❣✐t ❙■❈ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧❛❣❣❡❞ ❜② ♦♥❡ ②❡❛r✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ②❡❛r
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■♥❞✉str② ❋❊ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s
❨❡❛r ❋❊ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s
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R2 ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✼✼

❚❛❜❧❡ ✻ r❡♣♦rts t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❩❙❝♦r❡✮✳ ❚❤❡ ❩❙✲

❝♦r❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✭ROAt−2✱ ROAt−1✱ ROAt✮ ✰ ❛✈❡r❛❣❡✭CARt−2✱ CARt−1✱ CARt✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② σ✭ROAt−2✱
ROAt−1✱ ROAt✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✱✽✼✼✱✾✵✶ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ✇✐t❤✐♥ t✇❡♥t②✲s✐① ❝♦✉♥tr✐❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✷✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✹ r❡♣♦rt ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✉str② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡
t❤r❡❡✲❞✐❣✐t ❙■❈ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr②
❛♥❞ ②❡❛r ❧❡✈❡❧s✳ ❆❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧❛❣❣❡❞ ❜② ♦♥❡ ②❡❛r✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✯ p < 0.10✱ ✯✯ p < 0.05✱ ❛♥❞ ✯✯✯ p < 0.01✳

✺✷
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❨❡❛r ❋❊ ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s
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❚❛❜❧❡ ✼ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✺✱✵✽✷✱✶✵✷✵ ✜r♠✲②❡❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥❝❡ t❤❡
✜r♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ♦❢ ❛ss❡ts ❛r❡ ❞r♦♣♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ P❛♥❡❧ ❆ r❡♣♦rts t❤❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥
t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✭❈❘✐❣❤ts✮✱ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✭❉❡♣t❤✮✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❈❘✐❣❤ts ∗ ❉❡♣t❤✮ ❢♦r
✇❤❡♥ ✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✭❋▲❡✈❡r❛❣❡✮ ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜r♠✲❧❡✈❡❧✱ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❜✉t ❛r❡ ✉♥r❡♣♦rt❡❞✳ P❛♥❡❧ ❇ r❡♣♦rts s❡❧❡❝t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❘❖❆✮✱ ❛♥❞ ✉♥r❡♣♦rt❡❞ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ P❛♥❡❧ ❈ ✐s ❋✐r♠ ❩❙❝♦r❡ ✭❩❙❝♦r❡✮✳ ❚❤❡ ❩❙❝♦r❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✭ROAt−2✱
ROAt−1✱ ROAt✮ ✰ ❛✈❡r❛❣❡✭CARt−2✱ CARt−1✱ CARt✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② σ✭ROAt−2✱ ROAt−1✱ ROAt✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧s
✐♥ P❛♥❡❧ ❈ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✹ r❡♣♦rt ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts✱
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✉str② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐❣✐t ❙■❈ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡
❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ②❡❛r ❧❡✈❡❧s✳ ❆❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧
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❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠ ❧♦❛♥s t♦ ✜r♠ ❛ss❡ts✳ ❈♦❧✉♠♥ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❘❖❆✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❊❇■❚❆ t♦ ❋❆ss❡ts✳ ❈♦❧✉♠♥ ✸
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✜r♠ ❩✲❙❝♦r❡ ✭❩❙❝♦r❡✮✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✭ROAt−2✱ ROAt−1✱ ROAt✮ ✰ ❛✈❡r❛❣❡✭CARt−2✱ CARt−1✱ CARt✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② σ✭ROAt−2✱
ROAt−1✱ ROAt✮✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✸ r❡♣♦rt ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✉str② ✜①❡❞
❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐❣✐t ❙■❈ ❧❡✈❡❧✱ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞
❢♦r ❝❧✉st❡r ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ②❡❛r ❧❡✈❡❧s✳ ❆❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❧❛❣❣❡❞ ❜② ♦♥❡ ②❡❛r✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✯ p < 0.10✱ ✯✯ p < 0.05✱
❛♥❞ ✯✯✯ p < 0.01✳
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❊♥❣❧✐s❤ ✵✳✸✾✷✯✯✯ ✲✵✳✵✷✸✸✯✯✯ ✵✳✹✷✼

✭✵✳✵✸✸✸✮ ✭✵✳✵✵✹✼✽✮ ✭✵✳✼✷✶✮
❋r❡♥❝❤ ✵✳✸✵✸✯✯✯ ✲✵✳✵✸✸✷✯✯✯ ✹✳✹✶✶✯✯✯

✭✵✳✵✸✹✾✮ ✭✵✳✵✵✹✸✼✮ ✭✵✳✻✹✼✮
●❡r♠❛♥ ✵✳✶✸✸✯✯✯ ✲✵✳✵✷✷✷✯✯✯ ✷✳✺✽✹✯✯✯

✭✵✳✵✸✺✶✮ ✭✵✳✵✵✺✸✸✮ ✭✵✳✻✽✹✮
■♥❞✉str② ❋❊ ❨❡s ❨❡s ❨❡s
❨❡❛r ❋❊ ❨❡s ❨❡s ❨❡s
N ✶✸✶✱✶✶✼ ✶✸✶✱✶✶✼ ✶✸✶✱✶✶✼
R2 ✵✳✷✸✷ ✵✳✵✽✶ ✵✳✶✵✼

❚❛❜❧❡ ✶✷ r❡♣♦rts t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜r♠s t❤❛t ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧
s❛♠♣❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s✐③❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ✶ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
✜r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✭❋▲❡✈❡r❛❣❡✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠ ❧♦❛♥s t♦ ✜r♠ ❛ss❡ts✳ ❈♦❧✉♠♥ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜r♠ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✭❘❖❆✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❊❇■❚❆
t♦ ❋❆ss❡ts✳ ❈♦❧✉♠♥ ✸ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✜r♠
③✲s❝♦r❡ ✭❩❙❝♦r❡✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✭ROAt−2✱ ROAt−1✱ ROAt✮ ✰ ❛✈❡r❛❣❡✭CARt−2✱ CARt−1✱ CARt✮
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② σ✭ROAt−2✱ ROAt−1✱ ROAt✮✳ ❈♦❧✉♠♥s ✶✲✸ r❡♣♦rt ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣
❢♦r ✐♥❞✉str② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐❣✐t ❙■❈ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞
❢♦r ❝❧✉st❡r ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ②❡❛r ❧❡✈❡❧s✳ ❆❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❧❛❣❣❡❞ ❜② ♦♥❡ ②❡❛r✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✯ p < 0.10✱ ✯✯ p < 0.05✱
❛♥❞ ✯✯✯ p < 0.01✳

✺✽



❈ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❙♦✉r❝❡

❈♦rr✉♣t✐♦♥ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t♦r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦✇❡r ✐s ❡①✲
❡r❝✐s❡❞ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❣❛✐♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❡tt② ❛♥❞ ❣r❛♥❞ ❢♦r♠s ♦❢
❝♦rr✉♣t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✏❝❛♣t✉r❡✑ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❜② ❡❧✐t❡s ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡
✐♥t❡r❡sts✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❝♦rr✉♣t✐♦♥✳

❑❛✉❢♠❛♥♥✱
❑r❛❛②✱ ❛♥❞
▼❛str✉③③✐
✭✷✵✵✽✮

❈❘✐❣❤ts ❆♥ ✐♥❞❡① ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts
❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛ P♦rt❛✱ ▲♦♣❡③✲❞❡ ❙✐❧❛♥❡s✱ ❙❤❧❡✐❢❡r✱ ❛♥❞
❱✐s❤♥② ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❉▼❙✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡① r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ③❡r♦
t♦ ❢♦✉r ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❣r❡❛t❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥✈❡st♦r ♣r♦✲
t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ❛r❡ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❘❡str✐❝t✐♦♥s✱ ◆♦❆✉t♦st❛②✱ ❙❡❝✉r❡❞✱ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡s✳ ❚❤❡
✷✵✵✸ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞✳

❉▼❙

❉❡♣t❤ ❉❡♣t❤ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣✳ ❆♥ ✐♥❞❡① t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ ✐♥❞❡① ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥
❡✐t❤❡r ❛ ♣✉❜❧✐❝ r❡❣✐str② ♦r ♣r✐✈❛t❡ ❜✉r❡❛✉✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① r❛♥❣❡s ❢r♦♠
✵ t♦ ✻✱ ✇❤❡r❡ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣r❡❛t❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥❞❡①✳ ✶✮ ❇♦t❤ ♣♦s✐✲
t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷✮ ❉❛t❛
♦♥ ❜♦t❤ ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦rr♦✇❡rs ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ✸✮ ❉❛t❛
❢r♦♠ r❡t❛✐❧❡rs✱ tr❛❞❡ ❝r❡❞✐t♦rs✱ ♦r ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧
✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✹✮ ▼♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ✺✮ ❉❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❧♦❛♥s ♦❢ ✈❛❧✉❡
✶✪ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳ ✻✮ ▲❛✇s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❜♦rr♦✇❡rs r✐❣❤ts t♦
✐♥s♣❡❝t t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛✳

❲♦r❧❞ ❇❛♥❦

❊❇■❚❉❆ ❊❛r♥✐♥❣s ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❡st✱ t❛①❡s✱ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♠♦rt✐③❛t✐♦♥
❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢

♣✉❜❧✐❝ s❡r✈✐❝❡s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✐✈✐❧ s❡r✈✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
✐ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✐✈✐❧
s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣r❡s✲
s✉r❡s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ s✉❝❤ ♣♦❧✐❝✐❡s✳
❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♠❡❛♥ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ❝✐✈✐❧ s❡r✈✐❝❡✳

❑❛✉❢♠❛♥♥✱
❑r❛❛②✱ ❛♥❞
▼❛str✉③③✐
✭✷✵✵✽✮

❋❆ss❡ts ❚♦t❛❧ ✜r♠ ❛ss❡ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧ ❛♥❞
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛rs✳

❆♠❛❞❡✉s

❋▲❡✈❡r❛❣❡ ❋✐r♠ ❧❡✈❡r❛❣❡✳ ❘❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠ ❧♦❛♥s t♦ ✜r♠ ❛ss❡ts tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t ✶
❛♥❞ ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧

❆♠❛❞❡✉s

❋❉❡❜t ❋✐r♠ ❉❡❜t✳ ❙✉♠ ♦❢ ♦♥✲❝✉rr❡♥t ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❞❡❜t ❛♥❞
❝✉rr❡♥t ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❧♦❛♥s ✭✐♥ ❯❙ ❞♦❧❧❛rs✮ ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤
t❛✐❧

❆♠❛❞❡✉s

●r♦✇t❤ ❙❛❧❡s ❣r♦✇t❤✳ ▲♦❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛❧❡s ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧ ❆♠❛❞❡✉s
■♥✢❛t✐♦♥ ■♥✢❛t✐♦♥ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① r❡✢❡❝ts t❤❡

❛♥♥✉❛❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦st t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s✉♠❡r
♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ ❜❛s❦❡t ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✜①❡❞
♦r ❝❤❛♥❣❡❞ ❛t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ②❡❛r❧②✳ ❚❤❡ ▲❛s♣❡②r❡s
❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥
❡❛❝❤ t❛✐❧✳

❲♦r❧❞ ❇❛♥❦

✺✾



▲❛✇ ❘✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ❛❜✐❞❡ ❜② ❛♥❞
❤❛✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ s♦❝✐❡t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦✉rts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❝r✐♠❡ ❛♥❞ ✈✐♦❧❡♥❝❡✳ ❍✐❣❤❡r
✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ str♦♥❣❡r ❧❛✇ ❛♥❞ ♦r❞❡r✳

❑❛✉❢♠❛♥♥✱
❑r❛❛②✱ ❛♥❞
▼❛str✉③③✐
✭✷✵✵✽✮

▲❡❣❛❧ ❖r✐❣✐♥ ❉✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❊♥❣❧✐s❤✱ ●❡r♠❛♥✱ ❋r❡♥❝❤✱ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥✱ ♦r
❙♦❝✐❛❧✐st ❧❡❣❛❧ ♦r✐❣✐♥

❉▼❙

▲♦❣❋❆ss❡ts ▲♦❣ t♦t❛❧ ✜r♠ ❛ss❡ts ✭✐♥ ❯❙ ❞♦❧❧❛rs✮ ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧ ❆♠❛❞❡✉s
▲♦❣●❉P♣❡r❈❛♣ ▲♦❣ ❘❡❛❧ P❡r ❈❛♣✐t❛ ●❉P ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
▼❛♥❛❣❡s ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❘❡♠♦✈❛❧✳ ❖♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥✲

❞❡① t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ✐❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❜✉s✐♥❡ss✱ ❛♥ ♦✣❝✐❛❧ ✐s ❛♣♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉rt✱ ♦r ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐t♦rs✱
t❛❦❡s r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss✳ ❚❤❡ ✜r♠ ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t r❡t❛✐♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣❡rt② ♣❡♥❞✐♥❣ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡
♦❢ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❦❡❡♣ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣❡rt②
♣❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❉▼❙

◆♦❆✉t♦st❛② ❖♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① t❤❛t ❡q✉❛❧s ♦♥❡ ✐❢
t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ st❛② ♦♥
❛ss❡ts ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✉♣♦♥ ✜❧✐♥❣ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❞✲
✐t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡✐③❡ t❤❡✐r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ❛❢t❡r t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣❡✲
t✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉▼❙

Pr✐✈❛t❡❝r❡❞✐t❣❞♣ ❉♦♠❡st✐❝ ❝r❡❞✐t t♦ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ✭✪ ♦❢ ●❉P✮ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❢♦r♠✉✲

❧❛t❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦✉♥❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡r♠✐t
❛♥❞ ♣r♦♠♦t❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡✲s❡❝t♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳
❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♠❡❛♥ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥

❑❛✉❢♠❛♥♥✱
❑r❛❛②✱ ❛♥❞
▼❛str✉③③✐
✭✷✵✵✽✮

❘❡♦r❣ ❘❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❘❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r
r✐❣❤ts ✐♥❞❡① ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐❢ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠✲
♣♦s❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝r❡❞✐t♦r✬s ❝♦♥s❡♥t ♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐✈✐❞❡♥❞
❢♦r ❛ ❞❡❜t♦r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜❧❡ ❢♦r r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ❞♦❡s
♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦✳

❉▼❙

❘❖❆ Pr♦✜t✳ ❊❇■❚❉❆✴❚♦t❛❧ ❆ss❡ts ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✺✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧ ❆♠❛❞❡✉s
❙❡❝✉r❡❞ ❖♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✐♥❞❡① t❤❛t t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡

♦❢ ♦♥❡ ✐❢ s❡❝✉r❡❞ ❝r❡❞✐t♦rs ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ✜rst ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ts ♦❢ ❛
❜❛♥❦r✉♣t ✜r♠✱ ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❝r❡❞✐t♦rs s✉❝❤ ❛s ❡♠♣❧♦②❡❡s ♦r
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■❢ ♥♦♥✲s❡❝✉r❡❞ ❝r❡❞✐t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦r
❡♠♣❧♦②❡❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣r✐♦r✐t②✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦✳

❉▼❙

❙t❛❜✐❧✐t② ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❙t❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t♦r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡rt❤r♦✇♥ ♦r ❞❡st❛✲
❜✐❧✐③❡❞ ❜② ✈✐♦❧❡♥t ♦r ✉♥❝♦♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈✐♦❧❡♥❝❡
♦r t❡rr♦r✐s♠✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♠❡❛♥ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❑❛✉❢♠❛♥♥✱
❑r❛❛②✱ ❛♥❞
▼❛str✉③③✐
✭✷✵✵✽✮

❙t♦❝❦♠❛r❦❡t❝❛♣ ❙t♦❝❦ ▼❛r❦❡t ❝❛♣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st❡❞ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✭✪ ♦❢
●❉P✮

❲♦r❧❞ ❇❛♥❦

❚❛♥❆ss❡ts ❋✐①❡❞ ❛ss❡ts s❝❛❧❡❞ ❜② t♦t❛❧ ❛ss❡ts ✇✐♥s♦r✐③❡❞ ❛t ✶✪ ✐♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧
❩s❝♦r❡ ❉✐st❛♥❝❡ t♦ ❉❡❢❛✉❧t✳ ■♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ ❜❛♥❦r✉♣t❝② ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡ t❤❡ t❤❛t ✜r♠ ✐s ❧❡ss r✐s❦②✳ ❚❤❡ ③✲s❝♦r❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❖❆ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♣❧✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛✲
t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ❛ss❡ts ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r
✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❖❆ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤r❡❡ ②❡❛rs✳

❆♠❛❞❡✉s

✻✵



❈ ❖♥❧✐♥❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

❈✳✶ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❈♦❧❧❛t❡r❛❧

❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✜r♠✬s ♣r♦✜t ✐s ΠG = I Y (I) − R (I − A) + B✳

●♦♦❞ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤❡✐r ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ✐s ♥❡✈❡r ❧✐q✉✐❞❛t❡❞✱ s♦ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❛r ❛♥②

❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ♣❧❡❞❣❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ ✐♥ ❢✉❧❧✳ ❇❛♥❦ ✶✬s ♣r♦✜t

❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

Π1 = γ (R1 − r) (I − A)

+ (1− q1) [(1− γ) + (1− γ) q2 (1− s)] [(λ− r) (I − A) + β B]

−

(

1 + (1− γ) q2 (1− s)
)

(I − A) c(q1). ✭✶✮

❚❤❡ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ ❜❛❞ ✜r♠s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❇❛♥❦s s✉✛❡r ❧❡ss

❢r♦♠ ❛ ❞❡❢❛✉❧t✱ s♦ t❤❡② s❝r❡❡♥ ❧❡ss✳ ❚❤❡✐r ❝♦sts ❞❡❝r❡❛s❡✱ s♦ ❧♦❛♥ r❛t❡s ✇✐❧❧ ❢❛❧❧✳ ❆s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞r♦♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ r✐s❦ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ■❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐s s❤❛r♣✱ r✐s❦ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡

✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ r✐s❦ ✇✐❧❧ ❢❛❧❧✳ ■♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r q✉❛❞r❛t✐❝

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s c(q)✳

❲✐t❤ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡♠❛✐♥ ✐♥t❛❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t ❢r♦♠ ❜❛❞ ✜r♠s ❜❡❝♦♠❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❞✐♠✐♥✐s❤✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧

t❤r❡❡✱ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧✱ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝ts✳

❈✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ❙❝r❡❡♥✐♥❣ ❙tr✉❝t✉r❡

❋♦r ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s

❜✉t ♥♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ■❢ t❤❡ ❜❛♥❦ s♣❡♥❞s C(q)✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥t s❡♥❞s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡s s✐❣♥❛❧

✷



✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q✳ ❆ ❜❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ♥❡✈❡r s❡♥❞s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥❛❧✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡

s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞

✜r♠s γ✱ t❤❡ ◆P❱s ♦❢ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞ ♣r♦❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

C(q)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ❜❛♥❦s ♦✛❡r ❧♦❛♥s ♦♥❧② t♦ ✜r♠s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧

❛♥❞ ❛ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♦✛❡r ❧♦❛♥s t♦ ❛❧❧ ✜r♠s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ♦♥❧②

❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst r❡❣✐♠❡✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❣♦♦❞ ❧♦❛♥s

❝❛♥ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❝❛✉s❡

❧♦❛♥s ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❞❡❢❛✉❧t✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts λ ✇♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② r❛✐s❡ ❜❛♥❦ ♣r♦✜ts ♣❡r ❧♦❛♥✳ ❚❤✐s

✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤✉s ❧♦✇❡r✐♥❣ ❧♦❛♥ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✇♦✉❧❞

❞❡❝r❡❛s❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❜❛❞ ❧♦❛♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡

s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t 1 − λ ✇♦✉❧❞ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❜r♦❛❞❧②

❣♦ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❢❡✇❡r ❜❛❞ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜❛♥❦s ✇♦✉❧❞ s❝r❡❡♥ ♠♦r❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❣♦♦❞ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧✱

❜❛♥❦s ✇♦✉❧❞ ♥♦t s❝r❡❡♥ ❛t ❛❧❧❀ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❣♦♦❞✱ ♦r ❧❡ss ❜❛❞✱ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ♣♦♦❧✱ ❜❛♥❦s s❝r❡❡♥

♠♦r❡✳ ❙❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts ♣❡r ❧♦❛♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❛✐s❡ ❧♦❛♥ r❛t❡s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ✇♦✉❧❞

♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❜❛❞ ❧♦❛♥s ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❧♦ss ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t

1− λ ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ❤❡♥❝❡ r✐s❦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛❧❧✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts

❜r♦❛❞❧② ❣♦ ✐♥t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t ✐♥

❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤♦s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s

❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✳

✸



❈✳✸ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ■♥t❡♥s✐t② ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❤❛r✐♥❣

❲❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡① ✐♥t❡r✐♠✱ ❜❛♥❦s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

t♦ s❤❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡✱

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛ss✉♠❡ ✐t t♦ ❜❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤✐s ♠❡❛♥s

t❤❛t ❜❛♥❦s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❜❛♥❦s ❝♦✉❧❞ ❞❡❝✐❞❡ ❡① ❛♥t❡

❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s❤❛r❡✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ s = 1✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜❛♥❦ ♣r♦✜ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❇❛♥❦ Pr♦✜ts

▲❡t ✉s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st C(s)✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡

❝♦st ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❞✐t r❡❣✐str②✳ ■❢ C ′(s) > 0✱ C ′′(s) > 0✱ C ′(0) = 0

❛♥❞ C ′(1) = ∞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ∂Π/∂s−C ′(s) = 0✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ∂Π/∂s > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❧❡✈❡❧ s∗ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠♦st ♣r♦♠✐✲

✹



♥❡♥t❧② ♦♥ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝ ✐s

s′(λ) = −

∂2Π/(∂λ∂s)

∂2Π/(∂s)2 − C ′′(s)
.

❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡

❜❡❝❛✉s❡ s ❛♥❞ λ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s′(λ) < 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❡s

✇✐t❤ str♦♥❣ ❝r❡❞✐t♦r r✐❣❤ts✱ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✳

✺


